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Der vorliegende Artikel erginzt den Abschnitt 8.2 auf S. 376—400 des Buchs ,Finanzmathematik‘ (2021) des
Autors und liefert insbesondere den Beweis des Alternativsatzes zur Disjunktheit punktierter konvexer Kegel.
Die hier im Text angegebenen Hinweise auf verschiedene Abschnitte und Kapitel beziehen sich auf die
angefiihrten Biicher des Autors.



Konvexe Geometrie

In diesem Artikel werden einige grundlegende Sétze aus der konvexen Analysis im R” bereit-
gestellt. Die konvexe Analysis ist ein Grenzgebiet von Geometrie, Analysis und Funktionalana-
lysis und untersucht die Eigenschaften konvexer Mengen und konvexer Funktionen (Lexikon
der Mathematik, Bd. 3 (2001), S. 190-194). Grundlagen der konvexen Geometrie, der Geomet-
rie der linearen Ungleichungssysteme, findet man meist in den Biichern der Optimierung wie
beispielsweise bei Borgwardt (2001), Jarre und Stoer (2004) und Jungnickel (2008).

Im nachfolgenden ersten Satz wird die Existenz einer eindeutigen Projektion eines Punktes
y € R" auf eine abgeschlossene konvexe Menge C beschrieben. Aus diesem ergibt sich als
zweiter Satz der Trennungssatz von Eidelheit (benannt nach dem polnischen Mathematiker
Meier (Maks) Eidelheit, 1910-1943), der Voraussetzungen angibt, unter denen die strikte Tren-
nung zweier konvexer Mengen mittels einer affinen Hyperebene mdoglich ist. Als Folgerungen
aus diesem Trennungssatz werden in einem dritten Satz ein Alternativsatz liber die Disjunktheit
punktierter konvexer Kegel angegeben und in zwei Zusitzen noch Alternativsitze liber die Los-
barkeit endlicher linearer Ungleichungssysteme. Mit dem Beweisweg des dritten Satzes wird
auch noch ein allgemeinerer Alternativsatz (Satz 5) hergeleitet.

Mit dem dritten Satz wird in den Abschnitten® 4.1.3 des Buchs ,Finanzmathematik® und 3.6 des
Buchs ,Diskrete stochastische Finanzmathematik® des Autors fiir den vollkommenen Kapital-
markt unmittelbar der Fundamentalsatz der Preistheorie fiir das deterministische bzw. stochas-
tische Mehrperiodenmodell hergeleitet. Er besagt, dass die Arbitragefreiheit dquivalent ist zur
Existenz eines strikt positiven Preisvektors P bzw. Diskontierungsprozesses (Zustandspreispro-
zesses) @. Dieser positive Preisvektor bzw. Diskontierungsprozess ist ein positiver Normalen-
vektor des Unterraums der Kapitalmarktgeschifte.

Der Preisvektor P ermdglicht im Abschnitt 4.2 (S. 97-100) von ,Finanzmathematik® auf dem
vollkommenen Kapitalmarkt in einfacher Weise die eindeutige Duplizierung bzw. Replizierung
und die Bewertung beliebiger Zahlungsstrome, ohne das Supplement bestimmen zu miissen.
AuBlerdem liefert er die Diskontierungsfaktoren fiir die B-Praferenzordnung =, welche die Zah-
lungsstrome mittels ihrer Barwerte vergleicht und welche die einzige Praferenzordnung dar-
stellt, die mit den Konzepten der Duplizierung und Replizierung auf dem vollkommenen Kapi-
talmarkt konstruiert werden kann.

Der Diskontierungsprozess @ ermoglicht in Abschnitt 3.6 (S. 130) von ,Diskreter stochasti-
scher Finanzmathematik® die Preisberechnung der duplizierbaren stochastischen Zahlungspro-
file, ohne eine Duplikationsstrategie bestimmen zu miissen.

Dagegen gestalten sich auf dem im Kapitel 5 von ,Finanzmathematik® betrachteten unvollkom-
menen Kapitalmarkt die Duplizierung und die Replizierung wesentlich aufwendiger. Die Exis-
tenz und Einzigkeit der Duplizierung bzw. Replizierung fiir jeden beliebigen Zahlungsstrom X
e R""! und damit die Existenz einer Priferenzordnung kann nur mittels speziell ausgewihlter
Supplementsysteme L gesichert werden. Entsprechende spezielle Supplementsysteme findet
man beispielsweise in Abschnitt 8.4 und in den zugehorigen Download-Themen der Autoren-
website www.pleier-r.de. Aulerdem kann aus der Arbitragefreiheit des Kapitalmarkts die Exis-
tenz eines positiven Normalenvektors P nur fiir den Linienraum V' = K m (-K) der vollkomme-
nen Kapitalmarktgeschifte und nicht fiir den gesamten Kegel K der Kapitalmarktgeschifte ge-

2 Die hier im Text gegebenen Hinweise auf verschiedene Abschnitte und Kapitel beziehen sich auf die Biicher

,Finanzmathematik‘ und ,Diskrete stochastische Finanzmathematik‘ des Autors.



4 Konvexe Geometrie

schlossen werden. Doch auch dieser Normalenvektor P findet seine Anwendung im Beweis fiir
die Ubereinstimmung der Priaferenzordnungen gewisser Beurteilungskurven, namlich der L-
dquivalenten Beurteilungskurven.



1 Projektion auf eine konvexe Menge

Im nachfolgenden Satz wird die Existenz und Einzigkeit der Projektion eines Punktes auf eine
Menge C fiir die Falle formuliert, dass C eine abgeschlossene konvexe Menge, ein abgeschlos-
sener konvexer linearer Kegel oder ein linearer Unterraum ist. In Abbildung 1 werden diese
Félle geometrisch dargestellt.

Satz 1 Projektion eines Punktes auf eine abgeschlossene konvexe Menge

a) Es sei C eine nichtleere abgeschlossene und konvexe Teilmenge des affinen Raumes
R”, y € R” ein Punkt dieses Raumes mit y ¢ C. Dann gibt es einen eindeutig be-
stimmten Punkt z € C, der vom Punkt y minimalen Abstand hat:

|2-| = min {[x-y] :x e 3.
Dieser als die Losung des angegebenen Minimierungsproblems definierte Punkt z
=: Pc(y) = P(y) ist auch dadurch charakterisiert, dass es fiir den Vektor y eine ein-
deutige additive Zerlegung

y=zta
gibtmitz e Cunda’(x —z)<0fiirallex € C.

b) Es sei K € R” ein (nichtleerer) abgeschlossener und konvexer linearer Kegel und
y € R” ein Punkt mit y ¢ K. Dann ist der gemél8 Teil a) eindeutig bestimmte Punkt z
= P(y) dadurch charakterisiert, dass der Vektor y eine eindeutige orthogonale addi-
tive Zerlegung

y=z+a
besitzt mit
z e K,
acKk’={deR":dx<0 fiiralle x € K} und

a'z=0.

c¢) Es sei U C R” ein linearer Unterraum (Untervektorraum) und y € R” ein Punkt mit
y ¢ U. Dann wird der gemiB Teil a) eindeutig bestimmte Punkt z = P(y) charakteri-
siert durch die Existenz einer eindeutigen orthogonalen additiven Zerlegung
y=z+a
mit
z € Uund
acUt={deR":dx=0fiirallex € U}.
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6 1 Projektion auf eine konvexe Menge

b)

Abb.1 Die Projektion eines Punktes y auf eine abgeschlossene konvexe Menge C und die orthogonale Projek-
tion von y auf einen abgeschlossenen konvexen linearen Kegel K bzw. auf einen Unterraum U

Literatur zur Projektion

Jungnickel (2008), S. 34, 52, fiir die Projektion eines Punktes auf eine abgeschlossene konve-
xe Menge und fiir die orthogonale Projektion auf einen abgeschlossenen konvexen
Kegel;

Jarre und Stoer (2004), S. 241, fiir die Projektion auf eine abgeschlossene konvexe Menge;

Stoer und Witzgall (1970), S. 51ff, fiir die orthogonale Projektion auf einen abgeschlossenen
konvexen Kegel;

Wagner (1981), S. 190, 217, Kowalsky (1967), S. 133f, und Kremer (2006), S. 410f, je fiir die
orthogonale Projektion auf einen linearen Unterraum;

Brocker (2004), S. 8, Kremer (2006), S. 405, speziell fiir die orthogonale Projektion auf einen
eindimensionalen Unterraum U = lin {x}.

Anmerkungen zur Projektion

1) Der in Teil a) des obigen Satzes 1 als die Losung des Minimierungsproblems angegebene
Punkt z heilt die Projektion P(y) = Pc(y) des Punktes y auf die Menge C beziiglich der

euklidischen Norm || . || (”X” =VX'X mit dem Standardskalarprodukt bzw. kanonischen Ska-

larprodukt xTy = x1y1 +...+ x,y» des R"). Dass im Allgemeinen hier noch keine orthogonale
Projektion vorliegt, zeigt das einfache Beispiel mit C = {z}, z=(1,1)" und y = (2,1)7, bei
dem die Projektion z= P(y) von y nicht orthogonal zum Verbindungsvektor a=y -z
=(1,0)T vonz zuy ist (a'z = (1,0)-(1,1)" = 1 # 0). Erst wenn wie in Teil b) die Menge C = K
noch zusitzlich als linearer Kegel vorausgesetzt wird, erhilt man eine orthogonale Projek-
tion.

Setzt man noch P(y):=y fiir die Punkte y € C, so erhdlt man eine Abbildung P: R" — C,
die Projektion auf C.
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Der angegebene Vektor a € R” liegt in dem zur Menge M = C -z= {x - z: x € C} gehdrigen
Polarkegel (polaren Kegel) (C - z)* bzw. in dem Normalkegel (Kegel der normalen Richtun-
gen)

N(C;z)={d e R":d"(x-z)<Ofiirallex € C} =(C-z)°
von C in z. Der Vektor a und die Vektoren m € M besitzen zueinander ,,polare* (gegensétz-
liche) Richtungen in dem Sinne, dass der von a und m eingeschlossene Winkel stumpf ist
(cos p=a™m/(||a|-[|m]|) <0 fiir p = x(a,m)).
Die Menge C liegt in dem abgeschlossenen Halbraum

H*= Hf,g ={xeR":a'x <}
mit { := a'z und der Punkt y im offenen Halbraum

H=H, ={xeR":a'x >(}.

2) Der in Teil b) des Satzes angegebene Punkt z € K heilit die orthogonale Projektion P(y)
= Pk(y) des Punktes y auf den Kegel K. Der Punkt a liegt in der Menge K*, dem Polarkegel
(polaren Kegel) von K. Da jeder Vektor y € R” eine eindeutige orthogonale additive Zerle-
gungy=z+amitz e K, a € K" und a"z = 0 besitzt, wird R" als die orthogonale Summe
der Mengen K und K* bezeichnet:

R"=K®K".
EsgiltR"=K+ K und K " K* = 0= {0}, 0=(0,...,0)T € R".

3) Der in Teil ¢) des Satzes angegebene Punkt z hei3t die orthogonale Projektion (der Lotful3-
punkt) P(y) = Pu(y) des Punktes y auf den linearen Unterraum U. Die Menge U+ ist ein
spezielles lineares Komplement® des Unterraums U in R”, niimlich das orthogonale Kom-
plement von U und es ist R” die spezielle direkte Summe von U und seinem orthogonalen
Komplement U:

R"=U®® U,
d.h R"=U+UH, UNnU+*=0= {0} und U L U*. Mit einer Orthonormalbasis ey, ..., e,
von U (e;'e; =4;; fiir i,j=1,...,m) erhilt man nach Kowalsky (1967), S. 134, Wagner
(1981), S. 191, Kremer (2006), S. 410, die orthogonale Projektion mittels der Koordinaten-
darstellung

Pu(y) = i(yTe[)ei :

Speziell fiir einen eindimensionalen Unterraum U = lin {x} ist e; = x/ || X || eine Orthonor-
malbasis von U und die orthogonale Projektion auf U gegeben durch

Pu(y) = (y"x)x/ | x||2
(siche z. B. Brocker 2004, S. 8).

Beweis von Teil a) des Satzes: Existenz einer Losung z des Minimierungsproblems min {f(x) : x € C} (f(x)

x-y\z): Wegen C # () gibtes einw e C. Fiir 6:= ||w -y
U=U,(y) ={xeR": |x-y| <¢

von y ist der Durchschnitt M := C n U von C und U als Teilmenge von U beschrinkt und als Durchschnitt abge-

schlossener Mengen auch abgeschlossen, somit insgesamt kompakt. Fiir die stetige Funktion

Sx) =[xy = x-9)Tx-y)
ist (x) > &2 fiirx € C\ M, f{x) < & fiir x € M und nach dem Satz von Weierstra (1815-1897; zum Extremwertsatz

siehe die Analysis-Biicher von Hildebrandt (2006), Bd. 1, S. 155; Grauert und Fischer (1968), Bd. 2, S. 38; Erwe
(1967), Bd. 1, S. 267)

| (> 0) und mit der abgeschlossenen e-Umgebung

3 Gelten fiir zwei Unterriume U, W eines Vektorraums V die Beziehungen U+ W =V und UN W = O, so

schreibt man V= U @ W und nennt V direkte Summe von U und W. Jeder der Unterrdume heil3t ein lineares

Komplement des anderen bzw. komplementdr zum anderen. Literatur: Brocker (2004), S. 35, 44; Wagner
(1981), S. 27.
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inf {fix):xeC}=inf{fix):xeM}=min {fx):xeM}=fz)=0
mit einem z € M C C. Damit ist die Existenz eines Punktes z € C gezeigt, der Losung des angegebenen Minimie-
rungsproblems ist.

Um die Einzigkeit (Unitit) der Stelle z eines Minimums von f{x) auf C zu zeigen, nimmt man an, dass es eine

weitere Stelle v e C mit f{v) = f(z) = o gibt und beweist, dass v = z ist. Man wihlt dazu den Punkt

u="%(z+v),
der als Konvexkombination von z und v wegen z, v € C und der Konvexitit von C ebenfalls in C liegt und der
demnach einen Funktionswert f{u) > w besitzt. Weiter verwendet man, dass die Vektoren u - y und z - u orthogonal
sind: Es ist ndmlich

2u-y)=z+v-2y =(z-y)+(v-y),

2z-uw)=2z-z-v=z-v =(z-y)-(v-y)
und somit

4u-y)(z-u)=(z-y)-(v-y)’=fz)-fv)=0.
Nach dem Satz von Pythagoras (von Samos ~ 570 v. Chr. — 510 v. Chr.) gilt dann die folgende Gleichung:

o=yl + Jz-ulf = -y
Daraus folgt die Ungleichung
o < flu)= ‘u-y‘z = ‘Z-y‘z - z-u‘2 < ‘z-y‘z =fz) = w.

Daher folgt z - u = 0, somit 2z = 2u =z + v und schlielich v = z. Demnach gibt es nur eine einzige Stelle z € C
eines Minimums von f{x) auf C. Die Geometrie zu dieser Schlussweise mit dem Satz von Pythagoras ist in der
Abbildung 2 dargestellt.

z

Abb.2  Das gleichschenklige Dreieck mit den Ecken v, z, y und den (gleich langen) Schenkeln z - y und v - y.
Im Fall v # 2 bzw. z - u = Y(z - v) # 0 gilt mit der Funktion f(x) := |x-y| die Ungleichung f{u) < ().

Als Néchstes wird die angegebene Charakterisierung der Stelle z bewiesen. Falls f{z) < f(x) fiir alle Punkte x
e Cist, so gilt dies bei fest gewéhltem x € C insbesondere auch fiir die Punkte
X, =z+tAMx-2z),1 e [0,1],
auf der Verbindungsstrecke [z,x] C Cvonzund x, daz, v € C gilt und C konvex ist. Es ist also fiir alle 4 € [0,1]
2
fo) < fix) = [zy+2(x-2)| =fm) + 22z -y (x - ) + 2|

‘ 2

X-Z

und

9(4) = f(x;) 2 fz) = p(0).
Daraus folgt

2(z-y)'(x-2z)=¢p(0)= %&%M >0

und mit dem Verbindungsvektor a :=y - z (# 0) vom Punkt z zum Punkt y die angegebene Ungleichung
al(x-z)<0 fiir alle x € C.
Diese Ungleichung ist gleichbedeutend zu

a'x<a'z=:{ mit{ = rnacxaTx .
Geometrisch bedeutet dies, dass die Menge C im abgeschlossenen Halbraum A, liegt:
Cc H;, ={xeR":a"x <(}.
Die Hyperebene H,, := {x € R":a'x ={ =a'z } heilt eine Stiitzhyperebene fiir C in z.
Fiir den Punkty =z + a gilt
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aly=a'z+a'a=(+ HaHZ >

was geometrisch bedeutet, dass der Punkt y im offenen Halbraum H liegt:
ye H;, ={xeR':alx >{}.

‘2

Fiir den minimalen Funktionswert der Funktion f{x) auf der Menge C gilt = f(z) = | = HaH2 .

z-y
Fiir die umgekehrte Beweisrichtung der Charakterisierung der Projektion sei ein z € C vorgegeben, fiir welches

mit a :=y -z fiir alle x € C die Ungleichung a"(x - z) < 0 erfiillt ist. AuBerdem sei x € C beliebig vorgegeben.
Fiir alle 4 € [0,1] ist dann

Sfxn) = ||z -y +A(x —z)”2 =fz)-2)aT(x -z) + /12\
und insbesondere fiir 4 =1

Jx) =fx1) 2 f(z).
Da x € Cbeliebig war, ist z € C eine Stelle (ein Argument), an der die Funktion f{x) ihr Minimum annimmt:

z € {x € C: f{x) minimal} =: argmin f(x) .
xeC

Auf Grund der Einzigkeit der Losung des Minimierungsproblems ist dann z = P(y).

X-Z

‘2 > flz)

Beweis von Teil b): Als zusétzliche Voraussetzung kommt jetzt fiir die Menge C = K dazu, dass K auch ein line-
arer Kegel ist, dass also mit x € K auch Ax € K gilt fiir alle reellen A > 0. Nach Teil a) des Satzes gilt mit der
eindeutig bestimmten Projektion z = Px(y) € K von y auf K und mit dem Verbindungsvektora=y -z vonz zuy
fiir alle x € K die Ungleichung a™(x - z) < 0. Fiir alle A > 0 ist nun x = Az € K und somit

(A-Da"z=a"(x-2)<0.
Da hierbei der Faktor A - 1 € [-1,00[ sowohl negative als auch positive Werte annehmen kann, kann der zweite
Faktor a'z weder negativ noch positiv sein und muss daher gleich Null sein. Fiir y gibt es daher die orthogonale
additive Zerlegung y =z + a, z L a. Aus der Orthogonalitit von a und z und der obigen Ungleichung folgt dann
firallex € K

a'x=a"(x-2)<0,
also a € K®: Die Richtung a liegt in dem zu K polaren Kegel K*. Insgesamt hat man also fiir y die additive Zerle-
gungy=z+amitz € K, a € K und a"z = 0. Der Summand z ist die orthogonale Projektion von 'y auf K.

Fiir die umgekehrte Beweisrichtung der Charakterisierung der orthogonalen Projektion geht man von einer

orthogonalen additiven Zerlegung y =z + a mit z € K, a € K* und a'z = 0 aus und zeigt, dass z = P(y) ist. Fiir
beliebiges x € K gilt dann a™x < 0 und demnach

Sx) = [x-y[ = [x-2)-af =[(x-2)-a]"[(x-2)-a]
= |x-z|" -2aT(x-2) + [a’ = |x-z|" -2aTx+2a"z +fz)
> flz),

so dass z die eindeutig bestimmte Losung des Minimierungsproblems ist: z = Px(y).

Beweis von Teil c¢): Fiir die Menge C = U ist jetzt zusitzlich vorausgesetzt, dass U ein linearer Unterraum von R”
ist(+UCR", U+Uc U, U C Ufiiralle A € R). Die Teilmenge U ist als linearer Unterraum auch ein (nicht-
leerer) konvexer linearer Kegel (U + U C U, AU C U fiir alle 4 > 0) und abgeschlossen: Die Abgeschlossenheit von
U erhilt man, da es zu einer Basis des Unterraums U den Koordinaten-Isomorphismus ¢ : U — R” (m = dim U)
gibt (siche beispielsweise Wagner (1981), S. 62, und Brocker (2004), S. 39) und diese Abbildung ¢ und ihre Um-
kehrabbildung ¢! als bijektive lineare Abbildungen auch stetig sind (¢ ist ein Homdomorphismus, eine topologi-
sche Abbildung). Da die Abbildung ¢ = (¢™!)"! stetig ist, ist ¢! eine abgeschlossene Abbildung, die abgeschlossene
Mengen in abgeschlossene Bilder tiberfiihrt (Franz (1968), Bd. I, S. 34-36). Da der Raum R” abgeschlossen ist,
ist also U = ¢ /(R™) ebenfalls abgeschlossen.
Der zu U polare Kegel U” ist dann gleich dem orthogonalen Komplement U* von U: Ist ndmlichd € U undx € U
beliebig, so ist auch - x € U, damit d™x <0 und - d"x <0, also d"x =0 und d € U*. Umgekehrt folgt aus d € U*
auch d € UP. Der Polarkegel M® einer Menge M C R” verallgemeinert also den Begriff des orthogonalen Komple-
ments U* eines linearen Unterraums U C R”.
Es ergibt sich dann die Aussage von Teil ¢) unmittelbar aus Teil b). Damit ist der Beweis des Satzes abgeschlossen.
m
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Trennung konvexer Mengen

Mit Hilfe des vorherigen Satzes iiber die Existenz einer eindeutigen Projektion eines Punktes
auf eine abgeschlossene konvexe Menge wird nun der folgende Trennungssatz von Eidelheit
bewiesen. In der Abbildung 3 erfolgt die geometrische Darstellung der Trennung eines Punktes
y von einer abgeschlossenen konvexen Menge C und der Trennung einer kompakten konvexen
Menge S von einer Menge T fiir die Fille, dass T eine abgeschlossene konvexe Menge, ein
abgeschlossener konvexer linearer Kegel oder ein linearer Unterraum ist.

Satz 2 Trennungssatz von Eidelheit: Strikte Trennung von abgeschlossenen konvexen

10

Mengen
a) Es sei C C R” eine nichtleere abgeschlossene konvexe Teilmenge und y € R” ein

Punkt mit y ¢ C. Dann kann der Punkt y von der Menge C durch eine Hyperebene
strikt getrennt werden. Dies heif3t, dass es eine affine Hyperebene

H=Hyo:={xeR":a'x=qa},
mit einem Normalenvektor a € R” \{o} der Hyperebene und einem o € R gibt und
dass y in dem einen und C in dem anderen der zugehdrigen offenen Halbrdume liegt:
yeH ={xeR":a'x>a},
CcH={xeR":a'x<al.

b) Es seien 7, S € R” nichtleere abgeschlossene konvexe Mengen und zusétzlich S be-
schriankt. Falls die Mengen S und 7 disjunkt (elementfremd, durchschnittsfremd)
sind, konnen sie strikt getrennt werden. Es gibt also eine affine Hyperebene H = Ha «
(@a#0,ac R)ymitSC H und TC H, d. h.

alx<ag<aly firallex € Tundy € S.

c) Es sei T'C R” ein (nichtleerer) abgeschlossener konvexer linearer Kegel und S € R”

eine nichtleere kompakte konvexe Menge. Falls die Mengen 7 und S disjunkt sind,

konnen sie durch eine affine Hyperebene H = Ha,o (a # 0, a > 0) strikt getrennt wer-
den:

a'x<a<aly fiirallex € Tundy € S.
Dariiber hinaus gilt noch
a'x<0 firallex e 7,

so dass der Kegel T in dem abgeschlossenen homogenen Halbraum f o und a in
dem zu T polaren Kegel 7° liegt:
Tc Hy) ={xeR":ax<0},
acT’ ={deR":dx<0fiirallex € T}.
d) Es sei T C R” ein linearer Unterraum und S C R” eine nichtleere kompakte konvexe

Menge. Falls die Mengen 7 und S disjunkt sind, konnen sie durch eine affine
Hyperebene H = Hao (a #+ 0, a > 0) strikt getrennt werden:

a'x<a<aly firallex € Tundy € S.
Dariiber hinaus gilt noch
a'x=0 firallex € T,

so dass der Unterraum 7 in der linearen (homogenen) Hyperebene Ha o = [a]*, einem
(n-1)-dimensionalen linearen Unterraum, und a in dem orthogonalen Komplement
T+ von T liegt.

© 2015 Rudolf Pleier D-92694 Etzenricht



2 Trennung konvexer Mengen 11

a) b)

Abb. 3  Die strikte Trennung eines Punktes y von einer abgeschlossenen konvexen Menge C und die strikte
Trennung einer kompakten konvexen Menge S von einer abgeschlossenen konvexen Menge 7, von ei-
nem abgeschlossenen konvexen linearen Kegel 7' bzw. von einem Unterraum 7

Literatur zu den Trennungssitzen:

Jungnickel (2008), S. 35, 37, Jarre und Stoer (2004), S. 209, 211, 220, fiir die Trennung eines
Punktes bzw. des Nullpunktes oder einer kompakten konvexen Menge von einer abge-
schlossenen konvexen Menge;

Kremer (2006), S. 32-34, fiir die Trennung des Nullpunktes von einer abgeschlossenen kon-
vexen Menge und fiir die Trennung einer kompakten konvexen Menge von einem Un-
terraum.

Beweis von Teil a) des Satzes: Nach Satz 1, a) gilt mit der Projektion z := PAy) € C von'y auf C und dem
Verbindungsvektor a :=y - z (# 0) von z zuy die Ungleichung

a'x<a'z=:( firallex € C.
Firy=z+a gilt

aly=aTz+aTa=( + HaHz >
und daher fir allex € C

a'x<({ <aly=¢ + HaHz )
Fir o :=¢ + 4|’ = aTy — {|a|’ erhilt man die Ungleichung ¢ = o - L[a <a <aTy und damit die strikte
Trennung von y und C:

a'x<a<aly fiir alle x € C.

Beweis von Teil b): Um Teil a) des Satzes anzuwenden, betrachtet man die Menge
C=T-S={z=x-y:xeTl,yeS}.
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Es ist C eine nichtleere Menge, da T'und S nichtleer sind. Weiter ist y =0 ¢ C, da sonst o =x -y € C'mit Elementen
x € Tundy € Sgilt,alsox=y € TN S, im Widerspruch zur Disjunktheit von S und 7.
Die Menge C ist konvex, da mit den Elementen z; =x; -y € Cund z=x2-y2 € C (X1, X2 € 7, y1, y2 € S) wegen
der Konvexitit von 7 und S auch alle Konvexkombinationen in C liegen:
Az, + (1- /1)22 =X - /1}71 + (1 —/1)X2 -(1- /l)yz
= [Axi+(1 - Dxa] - [AyrH(1 - Dy2]
e T-S=Cfirie[0,1].
SchlieBlich wird noch gezeigt, dass die Menge C auch abgeschlossen ist, d. h. dass sie alle ihre Beriihrungspunkte
enthélt bzw. dass sie mit jeder konvergenten Folge (zi)ien , z¢ € C, auch deren Grenzwert zo enthélt:
Zy= ]lgri z, €C.

Es sei also (zi)ren eine Folge von Punkten zx in C mit Grenzwert zo. Es ist z; = x; - ysmitxz € T, yr € S, k € N. Da
die Menge S eine abgeschlossene und beschriankte Menge im Raum R” ist, ist sie nach einem Satz der Analysis
kompakt und zwar sowohl iiberdeckungskompakt (nach Heine-Borel; siehe z. B. Hildebrandt (2003), Bd. 2, S. 94)
als auch folgenkompakt (siehe z. B. Hildebrandt (2006), Bd. 1, S. 95). Zu der in der kompakten Menge S liegenden
Folge y: gibt es also eine Teilfolge y k) die gegen ein Element yo € S konvergiert:

yo= limy, €.
Joo T
Als Differenz zweier konvergenter Folgen konvergiert auch die in der Menge T liegende Folge x, =z, -y, :

X0 ;= limxki .

Joo J
Da die Menge T abgeschlossen ist, gilt Xo € 7 und damit auch
7o = limz, = limz, = limx, - limy_
k—ow Joo Joo Joo

=Xo-Yoe T-S=C.
Damit ist die Abgeschlossenheit der Menge C nachgewiesen.

Nach Teil a) des Satzes kann der Punkt § = o strikt von der Menge C getrennt werden. Es gibt also ein a € R” \{o}
(ndmlich a :=§ - P«(¥)) und ein o € R mit
a'z<a<alo=0 firallez=x-ye C
bzw.
a'x<ag-+aly firallexe T,y € S.
Da T und S nichtleere Mengen sind, folgt aus dieser Ungleichung
B= supa’X e R und y = lyng a'y eR
xel €
und wegen o < 0 fiir § und y die strenge Ungleichung
B<aty<y.
Wihlt man nun ein  mit f < J <y, so erhdlt man die Ungleichung
alx<p<d<y<aly firallexeT,yes,
so dass die Hyperebene Has die Mengen S und 7 strikt trennt.

Beweis von Teil ¢): Nach Teil b) von Satz 2 erhilt man die strikte Trennung von S und 7:

alx<og<aly firallex € Tundy € S.
Aus o € Tfolgt a>aTo =0, also a> 0.
Da T ein linearer Kegel ist, ist fiir beliebige x € Tund 4 > 0 auch Ax € Tund

AaTx <a.
Da hierbei auf der linken Seite der Ungleichung der erste Faktor 4 beliebig groBe positive Werte annehmen kann,
ist der zweite Faktor a™x nichtpositiv. Fiir alle x € T gilt also a™x < 0, so dass T in dem abgeschlossenen linearen
(homogenen) Halbraum #, liegt und a in dem zu 7 polaren Kegel 7°.

Beweis von Teil d): Im Beweis von Satz 1, Teil c) wurde bereits begriindet, dass ein linearer Unterraum 7 auch
ein (nichtleerer) abgeschlossener konvexer linearer Kegel ist und der zu T polare Kegel 7% gleich dem orthogonalen
Komplement 7* von T ist. Nach Satz 2, Teil c) erhélt man dann die strikte Trennung von Sund 7 durch eine affine
Hyperebene H = Ha o mit einem a € 7 = T*. Aus 0 € T folgt a>aTo =0, also o > 0. Wegen a € T* gilt hier fiir
alle x € T die Gleichung a™x = 0, so dass T jetzt in der linearen Hyperebene L = Hap = [a]* = {x e R" : a'x = 0}
liegt. Der Unterraum 7 ist also parallel zur trennenden Hyperebene H = Ha . Damit ist der Beweis des Satzes
abgeschlossen. O



3 Alternativsatze

3.1 Alternativsatze uiber die Disjunktheit punktierter kon-
vexer Kegel

Als Folgerung aus dem Satz 2 ¢) und d) wird der nachfolgende Alternativsatz iiber die Dis-
junktheit von punktierten konvexen Kegeln hergeleitet. Er gibt auch eine Charakterisierung der
(topologisch) abgeschlossenen konvexen Kegel bzw. der linearen Unterrdume, die jeweils zum
punktierten nichtnegativen Orthanten disjunkt sind. Anschlieend wird der Zusammenhang mit
entsprechenden Alternativsétzen fiir lineare Ungleichungssysteme aufgezeigt.
Der Teil b) des nachfolgenden Alternativsatzes, der dem Alternativsatz von Stiemke (1915)
iiber lineare Ungleichungssysteme entspricht, wird im Abschnitt 4.1.3 des Buchs ,Finanzma-
thematik® fiir den Beweis der Existenz eines positiven orthogonalen Preisvektors des arbitrage-
freien vollstandigen Kapitalmarkts verwendet und in Abschnitt 8.3.5 fiir den Nachweis des po-
sitiven orthogonalen Preisvektors P zur Menge V' der vollkommenen Kapitalmarktgeschifte
beim Beweis zur Charakterisierung der Ubereinstimmung von D- bzw. von R-Priferenzord-
nungen. In Abschnitt 3.6 des Buchs ,Diskrete stochastische Finanzmathematik® liefert er den
positiven orthogonalen Diskontierungsprozess zum arbitragefreien vollkommenen stochasti-
schen Kapitalmarkt.
Bei der Formulierung des Satzes werden folgende Bezeichnungen fiir spezielle Orthanten des
R" verwendet. Die Definition eines abgeschlossenen Orthanten im R” findet man beispiels-
weise im Lexikon der Mathematik (2002), Bd. 4, S. 118. Sie verallgemeinert den Begriff
,Quadrant des R und ,,Oktant des R** auf den R”. Der nichtnegative Orthant des R” ist die
abgeschlossene Menge

R?, =R, ={xeR":x2>o0}
aller (komponentenweise) nichtnegativen Vektoren x € R”, der schwach positive Orthant bzw.
der im Nullpunkt o punktierte nichtnegative Orthant ist die Menge

R, =R’ \{o} =R, ={xeR":x>0,dh.x>20A X+ 0}

aller schwach positiven Vektoren x € R"” und der positive Orthant ist die offene Menge
R? =R?, ={xeR":x>o0}.

aller (komponentenweise) positiven Vektoren x € R”. Der nichtnegative Orthant

P =R", = ﬂHfj’O ={x e R":-Ex <0} =: P(-E,0)
=1

(E=| . | € R™ Einheitsmatrix) ist als Durchschnitt der n abgeschlossenen homogenen Halb-

Hé,OZ{xeR”:szeijZO} G=1,....n)
ein nichtleeres Polyeder, das den Nullpunkt o enthdlt. Aullerdem ist P als Durchschnitt abge-
schlossener konvexer linearer Kegel auch selbst ein abgeschlossener konvexer linearer Kegel,
also insgesamt ein polyedrischer Kegel. Nimmt man zum positiven Orthanten R’ noch den
Nullpunkt o hinzu, so erhélt man ebenfalls einen konvexen linearen Kegel, der aber weder offen

(o 1st kein innerer Punkt von R) noch abgeschlossen ist (e; ist Hiufungspunkt von R, aber kein
Punkt von R):

© 2015 Rudolf Pleier D-92694 Etzenricht 13
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R=R! U {0} ={x eR":x>o0oder x = o0}.
Umgekehrt ist dann der positive Orthant R” der im Nullpunkt punktierte konvexe lineare Kegel

R =R\ {o!.

Die Disjunktheit eines linearen Kegels T zum punktierten nichtnegativen Orthanten P = R,

ist gleichbedeutend dazu, dass die linearen Kegel 7und P = R”, nur den trivialen Durchschnitt
O = {0} aufweisen. Weiter ist die Disjunktheit eines linearen Kegels 7'zum positiven Orthanten

R” = R gleichbedeutend dazu, dass die linearen Kegel 7und R = R” U {o} nur den trivialen
Durchschnitt O = {0} aufweisen.
Der Teil a) des Satzes besagt nun, dass ein nichtleerer abgeschlossener konvexer linearer Kegel

T genau dann mit dem nichtnegativen Orthanten R, nur den trivialen Durchschnitt O besitzt,

wenn 7'und R, durch eine homogene Hyperebene Hao mit positivem Normalenvektor a ge-

trennt werden konnen. Der Teil b) behandelt den entsprechenden Spezialfall, dass 7 ein linearer
Unterraum ist. Die Abbildung 4 gibt eine grafische Darstellung der in Satz 3 beschriebenen
geometrischen Situation. Der Teil b) dieses Satzes gestattet eine schone Anwendung in der
Finanzmathematik, wo er unmittelbar den Fundamentalsatz der Preistheorie fiir das determinis-
tische und das stochastische Mehrperiodenmodell liefert: Die Arbitragefreiheit des Modells,
also die Disjunktheit des Unterraums 7" der Kapitalmarktgeschéfte zum schwach positiven Or-
thanten, ist 4quivalent zur Existenz eines positiven Preisvektors bzw. Diskontierungsprozesses
in77.

Satz 3 Alternativsatz iiber die Disjunktheit punktierter konvexer Kegel

a) Der (nichtleere) abgeschlossene konvexe lineare Kegel 7" C R” und der punktierte
nichtnegative Orthant R’ sind genau dann disjunkt, wenn es einen positiven Vektor

a im polaren Kegel 7¥ von T gibt und somit 7 in einem abgeschlossenen homogenen
Halbraum H_, und R’, im offenen homogenen Halbraum A, mit positivem Nor-

malenvektor a liegt:
TAR, =0 T NnR +0.

Der Satz ldsst sich auch als Alternativsatz formulieren: Es hat also entweder 7 mit
dem punktierten nichtnegativen Orthanten R’ einen leeren Durchschnitt oder 7P mit

dem positiven Orthanten R’ einen leeren Durchschnitt.

Eine dquivalente Formulierung lautet: Es hat entweder 7' mit dem punktierten nicht-
negativen Orthanten R, einen nichtleeren Durchschnitt oder es besitzt der Polarke-

gel ¥ von T mit dem positiven Orthanten R”, einen nichtleeren Durchschnitt. Von
den beiden folgenden Aussagen gilt also entweder (1) oder (2):
(1) TN R, #@;
2) "N R, 0.
b) Der lineare Unterraum 7" C R” und der punktierte nichtnegative Orthant R’, sind

genau dann disjunkt, wenn einen positiven Vektor a im orthogonalen Komplement
T* gibt und somit 7'in einer homogenen Hyperebene Hao und R, im offenen homo-

genen Halbraum H_, mit positivem Normalenvektor a liegt:
TAR, =0 T -NnR!, +0.
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Von den beiden folgenden Aussagen gilt also entweder (1) oder (2):
(1) TR, +@;
2 I"nr-, #0.

a) b)

a0

Abb. 4  Ein abgeschlossener konvexer linearer Kegel 7'und ein linearer Unterraum 7, die jeweils zum punktier-
ten nichtnegativen Orthanten disjunkt sind, und ein positiver Vektor a € TF bzw. T*. Der Kegel liegt im

Halbraum f7 7 und der Unterraum in der Hyperebene Hap mit einem positiven Normalenvektor a

Beweis von Satz 3, Teil a): ,,&“: Es gebe eina € R"mita e 77, d. h. a'™x <0 fiir alle x € 7, und mit a > o, d. h.
a=(ai,...,an) mita;>0firj=1,...,n.

In der Literatur wird der komponentenweise positive Vektor a statt positiv auch als strikt positiv (echt positiv)

bezeichnet und die Schreibweise a > o verwendet. Weiter liege y im punktierten nichtnegativen Orthanten bzw.

im schwach positiven Orthanten RZO ;esistalsoy > o,d. h.y=(1,...,y»)" 2 0undy # 0. Ein Vektory > o wird

zur Unterscheidung von einem strikt positiven Vektor hier als schwach positiv bezeichnet. Fiir die Komponenten

vony gilty; > 0 fiirj = 1,...,n und yx > 0 fiir mindestens einen Index k. Fiir das Skalarprodukt von a und y gilt dann
aly=ay + ... + awn = api > 0.

Demzufolge gilty ¢ T, so dass der Kegel 7 und der punktierte nichtnegative Orthant disjunkt sind.

»="": Fiir die umgekehrte Beweisrichtung der Charakterisierung sind die Mengen 7 und RZO als disjunkt voraus-

gesetzt und ist die Existenz eines Vektors a € T° m R” nachzuweisen. Das Einheitssimplex (Standardsimplex) S

des R”,
S =conv {ey, ..., e}

Sy Ry =0nen)T= Xy 20, 3y, =1,
=

j=l

ist die konvexe Hiille der n Einheitspunkte ey, ..., e,, die durch die Standardbasisvektoren e; gegeben sind:
¢=(0,...,0,1,0,...,00" = ()i=1,.n flirj=1,...,n

mit dem Kronecker-Symbol J;x (Kroneckerscher 6-Operator, Kronecker-6 nach dem deutschen Mathematiker

Leopold Kronecker, 1823—-1891, 9= 1 fiir k =, d = 0 flir k # /). Die Menge S liegt im punktierten nichtnegativen

Orthanten [R;, und ist daher auch zu T disjunkt. S ist als konvexe Hiille einer nichtleeren Menge ebenfalls nichtleer

und auch konvex. Aullerdem ist S abgeschlossen und beschriankt und somit kompakt. Nach Satz 2 c¢) erhdlt man
die strikte Trennung von S und 7 durch eine affine Hyperebene Ha « mit einem Normalenvektor a € T°:
a'x<a<aly firallex € Tundy € S.
Aus der Trennungsungleichung folgt speziell fir x =0 € Tundy =¢; € S fiir jedes j=1,...,n
0=alo<ale=aj;
also a > 0. Die Positivitdt des Normalenvektors a resultiert hier also aus der strikten Trennung des Nullpunkts o
€ T von den n Einheitspunkten e; € S.
Wegen a e TF liegt der Kegel T in dem abgeschlossenen homogenen Halbraum Hi o » der den positiven Norma-
lenvektor a besitzt:
Tc Hyy = {x eR":a"x <0} miteinema >o.

Da fiir alle schwach positiven y das Skalarprodukt ay positiv ist, liegt der punktierte nichtnegative Orthant ganz
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im offenen homogenen Halbraum H,,:
R!, ¢ H;, ={x e R":a"x>0}.

Beweis von Teil b): Im Beweis von Satz 1 ¢) wurde bereits begriindet, dass ein linearer Unterraum 7 auch ein

(nichtleerer) abgeschlossener konvexer linearer Kegel ist und dass fiir einen linearen Unterraum 7 der Polarkegel

T? gleich dem orthogonalen Komplement 7+ von U ist. Damit ergibt sich nach Teil a) des vorliegenden Satzes die

entsprechende Charakterisierung der Disjunktheit von linearem Unterraum 7 und punktiertem nichtnegativen Or-

thanten. Im Falle der Existenz eines a € T+ n R” liegt jetzt T in der linearen Hyperebene
Hap=[a]*={xeR":ax=0}

und R’ im offenen homogenen Halbraum £ ;. Damit ist der Beweis des Satzes abgeschlossen. o

Aus Satz 3, Teil b) ergibt sich speziell fiir eine Hyperebene 7= Hap (a # 0) und das zugehorige
orthogonale Komplement 7+ = [a] = lin a die nachstehende Folgerung.

Zusatz 4 Disjunktheit einer Hyperebene und des schwach positiven Orthanten

Die lineare Hyperebene Hao und der schwach positive Orthant [R:o sind genau dann disjunkt,

wenn es einen positiven (oder negativen) Normalenvektor a der Hyperebene gibt. Bei positiv
gewihltem Normalenvektor a der Hyperebene Hao liegt der schwach positive Orthant im of-

fenen homogenen Halbraum H; 0°

n >
R € Hyy.

In Teil a) von Satz 3 wird ein allgemeiner (nichtleerer) abgeschlossener konvexer Kegel 7 be-
trachtet. Dieser ldsst sich nach einem Satz der konvexen Geometrie (siche beispielsweise
Jungnickel (2008), S. 35, Korollar 2.3.7; Rockafellar (1970), S. 99, Th.11.5; Stoer und Witzgall
(1970), S. 95, Th.3.3.2) wie jede abgeschlossene konvexe Menge T als Durchschnitt aller 7
umfassenden abgeschlossenen Halbrdume H darstellen:

- () H.

HoT
H abgeschl. Halbraum

Wie das folgende Beispiel zeigt, konnen dabei aber fiir die Durchschnittsbildung im Allgemei-
nen unendlich viele Halbrdume benétigt werden. Die konvexen Kegel, die als die Durchschnitte
endlich vieler abgeschlossener affiner Halbrdume im R” gebildet werden, werden als (konvexe)
Polyeder (polyedrische Mengen, Vielflache, Vielflichner, Ebenfldchner) bezeichnet und im
Abschnitt 3.3 noch weiterbehandelt.

Beispiel 1 Ein konvexer linearer Kegel als Durchschnitt von unendlich vielen Halbriumen

Dass fiir die Darstellung einer abgeschlossenen konvexen Menge T als Durchschnitt von Halbrdumen im
Allgemeinen unendlich viele Halbraume bendtigt werden, zeigt das Beispiel des abgeschlossenen konve-
xen linearen Kegels T im Raum R, den man erhilt, wenn man durch jeden Punkt x = (x1,x2,1) der abge-
schlossenen Einheitskreisscheibe

C={x=(x1,x2,x3) € R3:x3= 1, x2+x?2< 1}
der Ebene 7 = {x € R?:x3= 1} den vom Nullpunkt ausgehenden Strahl

ray x = {Ax : 1 20}

legt und 7 als die Vereinigung dieser Strahlen bildet:
T= Urayx :rayC.

xeC

Fiir die Durchschnittsbildung werden alle unendlich vielen 7" umfassenden Halbrdume benétigt, die zu
den in den Mantellinien des Kegels anliegenden Tangentialebenen gehoren. A

Mit dem gleichen Beweisweg wie fiir den obigen Satz 3 lésst sich der Satz auch noch verallge-
meinern, indem die Positivitit der Komponenten des Vektors a e T¥ nicht fiir alle Indizes
j € I,:={1,...,n}, sondern nur fiir die Indizes j einer Teilmenge J C I, charakterisiert wird. Zur
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Formulierung verwendet man als Verallgemeinerung des schwach positiven Orthanten R,
dessen Teilmenge R’,(J), fur deren Vektoren x die Komponenten x; fir die Indizes i € 7, \J

den Wert Null haben, die Komponenten x; fiir die restlichen Indizesj € J nichtnegativ sind und
mindestens ein Index k € J existiert mit xx > 0:
R,(J) ={xeR":xi=0VielLh\J,x,20VYjeJ ke Jmitx;>0}

= RZO M n He-,O
' AV
={y=D.ve, 1320} \ {o}.
jeJ

=cone {e;j:j € J} \ {0}.
Die Menge R’ (J) ist der schwach positive Orthant in dem Teilraum von R”, der durch die

linearen Gleichungen x; = 0 fiir die i € I, \ J beschrieben wird und daher der Durchschnitt der
homogenen Hyperebenen {x; = 0}(i € I, \J) ist, und auch eine Teilmenge des schwach positi-
ven Orthanten R, des R". Weiter ist dieser zur Indexmenge J gehdrige verallgemeinerte

schwach positive Orthant (Abk.: der J-schwach positive Orthant) R’ (J) der (im Nullpunkt)
punktierte von den speziellen Standardbasisvektoren e;, j € J, aufgespannte konvexe lineare
Kegel. Als Spezialfall ergibt sich fir R (J) mitJ = I, der gesamte schwach positive Orthant
RZ,(Z,) =R, desR".

Weiter definiert man als Verallgemeinerung des positiven Orthanten R”, in R” die umfangrei-

chere Teilmenge
R' (J)={xeR":x;i>0VYjeJ}= ﬂH;,o
jeJ '
des R" als den J-positiven Orthanten, bei der jetzt {iber die Vorzeichen der Komponenten x;
(i € I\ J) keine Aussage gemacht wird. Als Spezialfall erhélt man fiir R” (J) mitJ =1, den
(strikt) positiven Orthanten R” (/,) = R’ . Die Menge R’ (J) ist der punktierte konvexe line-

are Kegel zum konvexen linearen Kegel
RZ,(J) U{o} ={xeR":x;>0V, e Joderx=o}.

Satz 5 Allgemeinerer Alternativsatz iiber die Disjunktheit punktierter konvexer Kegel
Es sei J eine Teilmenge der Indexmenge 1, = {1,...,n}.
a) Der (nichtleere) abgeschlossene konvexe lineare Kegel 7' € R” und der punktierte
konvexe lineare Kegel R (J) sind genau dann disjunkt, wenn es einen Vektor a

= (a1,...,an)" im polaren Kegel T° mit den positiven Komponenten ; fiir die Indizes
j e Jgibt:

TARL,WJ) =0 T NR.(J) 0.
In diesem Fall liegt 7 in abgeschlossenen homogenen Halbraum A, und R’ (J)
im offenen homogenen Halbraum A, mit Normalenvektor a.

Der Satz lasst sich auch als Alternativsatz formulieren: Es hat entweder 7 mit dem
punktierten konvexen linearen Kegel R, (J) einen nichtleeren Durchschnitt oder es

besitzt 7% mit dem punktierten konvexen linearen Kegel R” (J) einen nichtleeren
Durchschnitt. Von den beiden folgenden Aussagen gilt also entweder (1) oder (2):
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(1) TARL() #0;
() "N R",(J) .

b) Der lineare Unterraum 7'C R” und der punktierte konvexe lineare Kegel R’ (J) sind

genau dann disjunkt, wenn es einen Vektor a im orthogonalen Komplement 7+ mit
den positiven Komponenten g; flir die Indizes j € J gibt und somit 7 in einer homo-
genen Hyperebene Haound R’,(J) im offenen homogenen Halbraum H_, mit Nor-

malenvektor a liegt:
TAR.,() =0 TNR.L(J) +0.
Von den beiden folgenden Aussagen gilt also entweder (1) oder (2):
(1) TN RL() #O;
2 T NRWJ) =0,

Beweis des allgemeineren Alternativsatzes 5, Teil a): ,,<“: Es gebe ein a = (ai,...,a,)' € R"mita € T%, d. h.
a"™x <0 fir alle x € 7, und mit @;> 0 fiir die Indizes j € J C I,. Uber die Vorzeichen der Komponenten a; fiir

i € I, \J wird keine Aussage gemacht. Weiter seiy € R (J), also y; =0 fiiri € [,\J, ;2 0 fiir j € Jund y; > 0
fiir mindestens ein k € J. Fiir das Skalarprodukt von a und y gilt dann
aly = Zaiyi = Zajyj > ar> 0.

iel, e
Demzufolge gilt wegen a € T* fiir beliebiges y e [R';o (J) alsoy ¢ T, so dass der Kegel T und der punktierte
konvexe lineare Kegel R”,(J) disjunkt sind: 7 RZ,(J) = .
Zweite Begriindung fiir die elementare Beweisrichtung ,,&*: Wegen a € 7' liegt der Kegel T in dem abgeschlos-
senen homogenen Halbraum Hi o » der den Normalenvektor a mit den positiven Komponenten g; (j € J) besitzt:
Tc Hy = {xeR":a'x<0}.
Dafiiralley € [Rio (J) wegen a € R/, das Skalarprodukt aTy positiv ist, liegt der punktierte konvexe lineare
Kegel R’,(J) ganz im offenen homogenen Halbraum £,
R!,(J) ¢ H,, ={xeR":a"x>0}.
Danmit folgt die Disjunktheit von 7'und R, (J) :
Tn R, () c Hio N H, =0.

»=" Fiir die umgekehrte nichtelementare Beweisrichtung der Charakterisierung sind die Mengen 7 und [R';, als

disjunkt vorausgesetzt und ist die Existenz eines Vektors a € 7P n R”, (J) nachzuweisen. Das Simplex

S =convie:jeJi={y=ye 320>y =1},

jel j=1

ist die konvexe Hiille der |J] Einheitspunkte e;, j € J. Die Menge S liegt im konvexen linearen Kegel

cone {e:jeJ} }={y= Zyjej 1y 20}

jel

und enthélt wegen der linearen Unabhéngigkeit seines Erzeugendensystems {e; : j € J} (als Teilmenge der Basis
er, ..., ¢, von R”) nicht den Nullpunkt 0. Daher liegt S im punktierten konvexen linearen Kegel [R';ﬂ und ist dann
auch zu T disjunkt. S ist als konvexe Hiille einer nichtleeren Menge ebenfalls nichtleer und auch konvex. Aufler-
dem ist S abgeschlossen und beschrénkt und somit kompakt. Nach Satz 2 c¢) erhélt man die strikte Trennung von
Sund T durch eine affine Hyperebene Ha . mit einem Normalenvektor a € 7% und einem a > 0:

a'x<a<aly firallex € Tundy € S.
Aus der Trennungsungleichung folgt speziell fir x =0 € Tundy = ¢; € S fiir jedes j € J

0=aTo<a"e;=a;.
Die Inzidenz a € RZ, (J), d.h. die Positivitit der speziellen Komponenten g; (j € J) des Normalenvektors a,

resultiert hier also aus der strikten Trennung des Nullpunkts o € 7 von den |J| Einheitspunkten e; € S mitj € J.
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Weiterer Beweis von Satz 5, a: Der Satz 5 kann auch durch Riickfithrung auf Satz 3 bewiesen werden. Dazu
verwendet man als Hilfsraum einen d-dimensionalen linearen Unterraum R¥ (d = |J]) von R”, der isomorph zu R¢
ist:

Ri= (| H,,={xeR:x=0Yiel,\J}.
el \J
Fiir die darin liegenden abgeschlossenen konvexen linearen Kegel 7% := T ~ R?und 7% := T° n R gilt
TP = (TP
Es ist ndmlich
T™={yeR":y'x<0Vxe T} nR?
={zeR?: Zz‘,xj <0VxeT

el

={zeR?: szuj <0VueT'}

jel
— (Td)P.
Weiter gelten die Aquivalenzen
TnRL) =0 & I'n R‘;’o =0,
AR (J) 0 & TR’ =0Q.
Durch die Anwendung des Alternativsatzes 3 auf die abgeschlossenen konvexen linearen Kegel 7¢ und 7°¢ = (T%)P
in R¥ erhilt man dann die Aussage von Satz 5a.

Beweis von Satz 5, Teil b): Im Beweis von Satz 1 ¢) wurde bereits begriindet, dass ein linearer Unterraum 7 auch
ein (nichtleerer) abgeschlossener konvexer linearer Kegel ist und dass fiir einen linearen Unterraum 7 der Polar-
kegel TP gleich dem orthogonalen Komplement 7* von U ist. Damit ergibt sich nach Teil a) des vorliegenden
Satzes die entsprechende Charakterisierung der Disjunktheit eines linearen Unterraums 7 und des punktierten kon-

vexen linearen Kegels [R';o (J) . Im Falle der Existenz eines a € T* mit ;> 0 fiirj € J liegt jetzt T in der linearen
Hyperebene

Hag=[a]*={x eR":a"x =0}
und RZO (J) im offenen homogenen Halbraum H; o - Damit ist der Beweis des Satzes abgeschlossen. g

Aus Satz 5 ergeben sich als Spezialfille mit J = [, der obige Satz 3 und mit J = {1} der nach-
folgende Satz 6. Im Falle J= {1} von Satz 6 ist

RZ,(J) =coneer \ {0} =ray e; \ {0} und

R.,(J) = H, ={x e R":x1>0} = {x1>0}.
Die Abbildung 5 gibt eine grafische Darstellung der in Satz 6 beschriebenen geometrischen
Situation. Bei der zweidimensionalen Darstellung trifft die Gerade 7 den punktierten Strahl £~
=ray e; \ {0} genau dann nicht, wenn sie einen Normalenvektor in der rechten Halbebene {xi
>0} besitzt.
Fiir Satz 6 wird nachfolgend noch ein einfacher elementarer Beweis mittels der Eigenschaften
des polaren Kegels bzw. des orthogonalen Komplements angegeben.
Der Satz 3 b) liefert eine schone Anwendung in der zeitdiskreten Finanzmathematik, wo er fiir
das Mehrperiodenmodell unmittelbar die Aquivalenz der Arbitragefreiheit, also der Disjunkt-
heit des Unterraums 7 der Kapitalmarktgeschéfte zum schwach positiven Orthanten, zur Exis-
tenz eines positiven Preisvektors bzw. Diskontierungsprozesses in 7+ besagt.
Der Satz 6 b) liefert fiir das Mehrperiodenmodell einen Beweis fiir die Aquivalenz des Law of
One Price (LOP) zur Existenz eines Bewertungsvektors bzw. Bewertungsprozesses in
T+ N {x1 = 1}. Beim letzten Beweis wird verwendet, dass das LOP dquivalent ist zu 7'M lin e}
=0 ={o} bzw. zu Tnraye;\ {0} =@ und dass - N {x1 >0} # (D gleichbedeutend zu
TN {x1 =1} £ Q ist.

Satz 6 Speziellerer Alternativsatz zur Disjunktheit eines abgeschlossenen konvexen Ke-
gels und des punktierten Strahls des ersten Standardbasisvektors

a) Der (nichtleere) abgeschlossene konvexe lineare Kegel 77 C R” und der punktierte
Strahl ray e; \ {0} des ersten Standardbasisvektors e; = (1,0,...,0)" sind genau dann
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disjunkt, wenn es einen Vektor a = (ai,...,a»)" im polaren Kegel ¥ von T mit einer
positiven ersten Komponente a; gibt:

Tnrayei\ {0} =0 < T'N{x1>0}#0Q.
In diesem Fall liegt 7 im abgeschlossenen homogenen Halbraum FH;, und

ray 1 \ {0} im offenen homogenen Halbraum H_ , mit Normalenvektor a.

Der Satz lisst sich auch als Alternativsatz formulieren: Es hat entweder 7' mit dem
punktierten Strahl ray e; \ {0} einen nichtleeren Durchschnitt oder es besitzt 7° mit

dem offenen homogenen Halbraum H_ ; einen nichtleeren Durchschnitt. Von den

beiden folgenden Aussagen gilt also entweder (1) oder (2):
(1) Tnraye\{o} #@;
2) TPn{x1>0} 0.

b) Der lineare Unterraum 7' C R” und der punktierte Strahl ray e1 \ {o} sind genau dann
disjunkt, wenn es einen Vektor a = (ai,...,a,)' im orthogonalen Komplement 7* mit
der positiven ersten Komponente a; gibt:

Tnraye \{o} =0 o T+n {x1>0} ).
In diesem Fall liegt 7 in der homogenen Hyperebene Ha und ray e; \ {o} im offenen
homogenen Halbraum A, mit Normalenvektor a.

Von den beiden folgenden Aussagen gilt also entweder (1) oder (2):
(1) Tnraye\{o} #@;
2) TN i{x1>0} Q.

b)

.,
<.
~.
N
N
.,
.

raye, \{o}

0 ar>0  raye, \{o}

a>0

S
.
.
RS
.

AW T

H, a,0

Abb.5  Ein abgeschlossener konvexer linearer Kegel 7 und ein linearer Unterraum 7, die jeweils zum punktier-
ten Strahl ray e; \ {0} des ersten Standardbasisvektors e; disjunkt ist, und ein in der ersten Komponente
positiver Vektor a im polaren Kegel 7P bzw. im orthogonalen Komplement 7+ von T

Einfacher elementarer Beweis von Satz 6, Teil a) mittels der Eigenschaften des polaren Kegels: Es wird die
dquivalente Aussage [T M Es # O & T° N {x; >0} = (0] begriindet. Neben T ist hier auch Ex := ray e; = cone e,
= {le; : >0} ein (nichtleerer) abgeschlossener konvexer linearer Kegel. Es ist

TN Ez() * 0,
d. h. Ae; € T fiir zumindest ein A > 0, gleichbedeutend dazu, dass pe; € TV u> 0 ist, also die Inklusion

ExcT
gilt. Mit den Eigenschaften des polaren Kegels* ist dies wiederum #dquivalent zur Inklusion

TPQEE()P: {xeR": ZX1:XT161§0V120} ={x1 <0}

4 Von den Eigenschaften des polaren Kegels wird hier verwendet, dass fiir eine beliebige Menge 4 C R” der

polare Kegel A" von 4 ein (nichtleerer) abgeschlossener konvexer linearer Kegel ist. Fiir (nichtleere) abge-
schlossene konvexe lineare Kegel 4, B € R” gilt die involutorische (selbstinverse) Eigenschaft A" = 4 und die
Aussage [4 C B = AP D BP]. Fiir einen linearen Unterraum 4 C R” ist A" = AL, Literatur zum polaren Kegel:
Jarre u. Stoer (2004), S. 216, Satz 7.3.2.



3.1 Alternativséatze (ber die Disjunktheit punktierter konvexer Kegel 21

und zu

"N {x1>0} = 0.

Der Beweis von b) ergibt sich aus a), da fiir einen linearen Unterraum T der polare Kegel 7° mit dem orthogonalen
Komplement 7* iibereinstimmt. Es wird jetzt aber auch noch ein ausfiihrlicher Beweis mittels der Eigenschaften
des orthogonalen Komplements angegeben. Neben 7 ist auch £ :=1lin e¢; = {le; : A € R} ein linearer Unterraum.
Es wird die dquivalente Aussage [T M Exo £ O & T+ M {x1 > 0} = (3] begriindet. Es ist

TN Ezo *+ 0
dquivalent zu le; € Tfirein A>0,zu Ale; € Tfirein A €e R\ {0},zu T E # Ound zu

ECT.
Mit den Eigenschaften des orthogonalen Komplements® ist dies wiederum dquivalent zu

I c Bt ={ei}* = {x1 =0},
alsozu T M {x1 # 0} = und zu

TN x>0} = Q. i

Bevor nun der Zusammenhang des obigen Alternativsatzes 3 fiir konvexe lineare Kegel mit
Alternativsétzen tiber lineare Ungleichungssysteme aufgezeigt wird, erfolgt zuerst die Bereit-
stellung der verschiedenen Hiillen-Definitionen und des Polyederdarstellungssatzes.

3.2 Verschiedene Hiillen einer Menge

Es werden jetzt nachfolgend Definitionen und Charakterisierungen fiir verschiedene Hiillen einer Menge des R”
angegeben, ndmlich fiir die konische, lineare, konvexe, affine Hiille und die Kegelhiille.

¢ Die konische Hiille (konvexe Kegelhiille) cone S einer beliebigen Menge S C R” ist definiert als der Durch-
schnitt aller S umfassenden konvexen linearen Kegel des R” und damit als der kleinste S umfassende konvexe
lineare Kegel:
cone S = ﬂ C.

CoS,
C konvexer Kegel

Dabei heifit eine nichtleere Teilmenge C von R” () # C C R") ein konvexer linearer Kegel, wenn sie eine
konvexe Menge und ein linearer Kegel ist, also abgeschlossen beziiglich der Konvexkombination und der
nichtnegativen Skalarmultiplikation und somit abgeschlossen beziiglich der Konuskombination ist. Da der
Nullraum O = {0} des Vektorraums R" ein konvexer linearer Kegel ist und () € O C C fiir jeden konvexen
linearen Kegel C gilt, ergibt sich fiir die konische Hiille der leeren Menge:
cone = 0.

Wegen () C S ist O = cone () C cone S, also stets 0 € cone S und cone S £ (). Falls S # () ist, kann cone S
charakterisiert werden als die Menge aller nichtnegativen Linearkombinationen (Nichtnegativkombinationen,
konischen Kombinationen, Konuskombinationen) von endlich vielen Elementen von S:

k
cone§ ={x= Z/LS,. :dkeN;s;e S, 4 >0fiiri=1,... k}.
i=l
Der aus S # () durch alle konischen Kombinationen erzeugte konvexe lineare Kegel cone S ist zu unterscheiden
von dem nur durch alle nichtnegativen Vielfachen erzeugten linearen Kegel, der Kegelhiille von S:
rayS ={x=1s:5s€ 85,120} = [ rays-

ses

e Die Kegelhiille ray S einer beliebigen Menge S € R”: Fiir eine beliebige (evtl. auch leere) Menge S C R” ist
die Kegelhiille ray S definiert als der Durchschnitt aller S umfassenden linearen Kegel K des R” und damit als
der kleinste S umfassende lineare Kegel:

ray S = ﬂ K.
KoS

K Tinearer Kegel

Dabei heif}t eine nichtleere Teilmenge K von R” (() # K C R”) ein linearer Kegel, wenn sie abgeschlossen

Von den Eigenschaften des orthogonalen Komplements wird hier verwendet, dass fiir eine beliebige Menge 4
C R" das orthogonale Komplement A+ ein linearer Unterraum ist und mit (lin A)* iibereinstimmt. Fiir Mengen
A, B CR” gilt [A C B = A* > B*]. Bei einem (endlichdimensionalen) Unterraum 4 C R” gilt fiir das
orthogonale Komplement A+ die involutorische Eigenschaft 4++ = 4, wobei die endliche Dimension von 4 fiir
die Inklusion 44+ C 4 benétigt wird. Literatur zum orthogonalen Komplement: Kowalsky (1967), S. 133—135.



22 3 Alternativsatze

beziiglich der nichtnegativen Skalarmultiplikation. Da ein x € K existiert, gilt stets 0 = 0-x € K. Da der Null-
raum O = {0} des Vektorraums R” ein linearer Kegel ist und () € O C K fiir jeden linearen Kegel K gilt, ergibt
sich fiir die Kegelhiille der leeren Menge:

ray @ = O.
Wegen () C Sist O =ray () C ray S, also stets 0 € ray S und ray S # (). Weiter gilt

cone S = conv (ray S) = ray (conv S)).

¢ Die lineare Hiille (das Erzeugnis) lin S einer beliebigen Menge S C R” wird definiert als der Durchschnitt aller
S umfassenden linearen Unterrdume des R” und somit als der kleinste S umfassende lineare Unterraum:
lin § = N U.

U>S,
U linearer Unterraum

Dabei heiBit eine nichtleere Teilmenge U von R” (() £ U C R”") ein linearer Unterraum (Untervektorraum,
Vektorunterraum) von R”, wenn sie beziiglich der Addition und der Skalarmultiplikation, also insgesamt be-
ziiglich der Linearkombination abgeschlossen ist. Da O = {0} ein linearer Unterraum des R” ist und ) € O C
U fiir jeden linearen Unterraum U des R” gilt, ergibt sich fiir die lineare Hiille der leeren Menge:
lin @ = 0.

Wegen O C Sist O=1in @ C lin S, also stets 0 € lin S und lin S # (. Falls S # () ist, kann lin S charakterisiert
werden als die Menge aller reellen Linearkombinationen (linearen Kombinationen) von endlich vielen Ele-
menten von S:

k
linS={x=>4s, :JkeN,s e Sfiri=1,..k}.
i=1

e Die konvexe Hiille conv S einer beliebigen Menge S € R” wird definiert als der Durchschnitt aller S umfas-
senden konvexen Teilmengen des R”, damit als die kleinste S umfassende konvexe Menge, bzw. gleichbedeu-
tend dazu als die Menge aller nichtnegativen Linearkombinationen mit Koeffizientensumme Eins (konvexen
Kombinationen, Konvexkombinationen) von endlich vielen Elementen von S:

convS = ﬂ C

CoS,
C konvex

k k
={x=YAs, :FkeN,s;e S 4>0furi=1,...k 24 =1}.
i=1 i=l

Dabei heifit eine Teilmenge C von R” konvex, wenn sie abgeschlossen beziiglich der Konvexkombination ist.
Da auch die leere Menge ) eine konvexe Teilmenge des R” ist und () C C fiir jede konvexe Teilmenge C des
R” gilt, ergibt sich fiir die konvexe Hiille der leeren Menge:

conv O = Q.

e Die affine Hiille aff S einer beliebigen Menge S C R” wird definiert als der Durchschnitt aller S umfassenden
affinen Unterrdume des R”, damit als der kleinste S umfassende affine Unterraum, bzw. gleichbedeutend dazu
als die Menge aller reellen Linearkombinationen mit Koeffizientensumme Eins (affinen Kombinationen, Af-
finkombinationen) von endlich vielen Elementen von S:

affS = [} M

MoS,
M affiner Unterraum

k k
={x= Z/lisi :dkeN;s;e Sfiri=1,...k Z/L =1}.
i=l i=l

Dabei ist eine Teilmenge M von R” ein affiner Unterraum von R”, wenn sie beziiglich der Affinkombination
abgeschlossen ist. Da auch die leere Menge () ein affiner Unterraum des R” ist und () C M fiir jeden affinen
Unterraum M des R” gilt, ergibt sich fiir die affine Hiille der leeren Menge:

aff @ = .

Literatur zu den Definitionen der Hiillen:
Jungnickel (2008), S. 25, 261, 263;

Jarre und Stoer (2004), S. 205, 207, 216;
Borgwardt (2001), S. 14f.;

Stoer und Witzgall (1970), S. 31f,;
Rockafellar (1970), S. 6, 12, 14.
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3.3 Polyederdarstellungssatz

Allgemein besagt der Polyederdarstellungssatz von Weyl-Minkowski (siehe beispielsweise Jungnickel (2008),
S. 72, Satz 2.9.7 speziell fiir X = (), Y # (3, P = cone Y; Borgwardt (2001), S. 51-55, Sitze 4.1, 4.2, 4.4, 4.5; Faigle
(20006), S. 23, Satz 2.1 und (2009), S. 50, Satz 3.1), dass die (konvexen) Polyeder (polyedrischen Mengen, Viel-
flache, Vielflachner, Ebenfldchner)

P=P(4,b)={x € R": Ax < b}, AeR™ beR"
im R” als die Durchschnitte endlich vieler abgeschlossener affiner Halbraume
P(aiT,b,-) = {X e R": a,-Tx < b,‘}, a; € [R”, bi S [R, 1= 1,...,m,

genau die Mengen mit einem endlichen Erzeugendensystem (X,Y) sind. Der Polyederdarstellungssatz ist benannt
nach dem deutschen Mathematiker, Physiker und Philosophen Hermann K. H. Weyl (1885-1955) und dem deut-
schen Mathematiker und Physiker Hermann Minkowski (1864—1909).

Polyederdarstellungssatz von Weyl-Minkowski:
Zum konvexen Polyeder P C R” gibt es zwei endliche Teilmengen X und Y des R” mit

1) P=convX+cone?Y, falls X+ @, Y+ @,
2) P =conv X (Polytop), falls X # @, Y= 0,
3) P =cone Y (polyedrischer Kegel), falls X= @, Y # 0,
4) P=0Q, falls X=Y= 0.

Die dabei in 1) verwendete Minkowski-Summe zweier Mengen S, T C R” ist definiert durch
S+T:={s+t:dAseS,teT}.

Der Fall 4) des leeren Polyeders (conv () + cone @ = () + O = () und der Fall 2) des konvexen Polytops (be-

schriinktes Polyeder; conv X + cone () = conv X + O = conv X) ordnen sich in die Darstellungsformel von Fall 1)

ein. Im Fall 3) wird jedoch die extra angegebene Darstellungsformel fiir den polyedrischen linearen Kegel beno-

tigt, da conv () + cone Y= () + cone Y= () # cone Y (2 O). Die Formel 3) ist ein Spezialfall der Formel 1) nur fiir

den Fall X= 0O = {o}: conv O + cone Y= O + cone Y= cone Y.

Die Polytope, die hier als beschrinkte (konvexe) Polyeder auftreten, sind stets konvex. Davon zu unterscheiden

sind die allgemeinen Polytope, die als (im Allgemeinen nichtkonvexe) Vereinigungen von konvexen Polytopen

definiert sind (Aigner und Ziegler (2004), S. 58).

Neben der additiven Zerlegung (Dekomposition)
P=0+C

eines nichtleeren Polyeders P in ein Polytop
Q=convX
und einen konvexen linearen Kegel
C=coneY
(im Fall 3 setzt man hier Q = O = {o}) wird fiir den Kegel C eine weitere additive Zerlegung in den linearen
Unterraum

L:=Cn(-0),

den sogenannten Linienraum von C, und den spitzen konvexen linearen Kegel
K=CnL*

KNn(K)=CnL+n(-C)nL+=LnN L+=0 = K spitz) angegeben:
C=K®L.

Fiir ein nichtleeres Polyeder P erhdlt man daher die Zerlegung
P=0+C=0+(K@®L)

mit einem Polytop O, dem Rezessionskegel C = P von P, dem Linienraum L von C und dem spitzen konvexen
linearen Kegel K. Der Rezessionskegel P des Polyeders P = P(4,b) ist der Kegel der freien Richtungen von P
und gegeben durch P(4,0). P(4,0) wird auch als Rezessionskegel der Matrix 4 bezeichnet.

Literatur zur Zerlegung eines Polyeders in ein Polytop, einen linearen Unterraum und einen spitzen konvexen
Kegel:

Borgwardt (2001), S. 58;

Jungnickel (2008), S. 74.

Neben der sogenannten dufleren Beschreibung (external representation nach Rockafellar (1970), S. 11, 170) eines
Polyeders P, bei der die Menge P im R” von auflen betrachtet wird und algebraisch als Losungsmenge eines end-
lichen linearen Ungleichungssystems bzw. geometrisch als Durchschnitt endlich vieler Halbrdume eingegrenzt
wird, hat man also noch eine sogenannte innere Beschreibung (internal representation nach Rockafellar (1970),

23
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S. 170, 153ff., 60ff.), bei der die Menge von innen betrachtet wird und mittels einer Parameterdarstellung mit
Punkten der Menge aufgespannt wird.

Im Spezialfall eines affinen Unterraums bzw. linearen Unterraums M C R” ist dieser einerseits die Losungsmenge
eines endlichen inhomogenen bzw. homogenen linearen Gleichungssystems Ax = b bzw. der Durchschnitt endlich

vieler Hyperebenen und andererseits die affine Hiille von m + 1 affin unabhingigen Punkten xo, xi, ..., X (m
= dim M):
M = aff {xo, X1, ..., Xn}
=xo+L
=xo+lin {vi, ..., Vn}
=conv {Xo} +cone {Vvi, ..., Vi,-V1, ...,~V}

mit dem linearen Unterraum

L=M-M=aff {0, vy, ..., vy} =lin {v1, ..., Vn}
und der Basis v;=X; - Xo, j = 1,...,m, von L. Ein linearer Unterraum M liegt genau dann vor, wenn o € M gilt,
somit xo = 0 gewahlt werden kann und M eine lineare Hiille ist:

M=L=lin {vi, ..., Vu}.
Ausfiihrlichere Betrachtungen zu den beiden Darstellungsweisen fiir einen affinen bzw. linearen Unterraum findet
man z. B. bei Rockafellar (1970), S. 4-7, und Jungnickel (2008), S. 262f.

3.4 Zusammenhang der Alternativsatze fiir konvexe lineare
Kegel mit Alternativsatzen iiber lineare Ungleichungs-
systeme

Beschriankt man sich nun in Satz 3, Teil a) auf abgeschlossene konvexe lineare Kegel 7, die als
Durchschnitt von endlich vielen homogenen Halbrdumen gebildet werden, also auf polyedri-
sche Kegel, so kann dessen Aussage in einen Alternativsatz liber die Losbarkeit endlicher line-
arer Ungleichungssysteme umformuliert werden. Ebenso liefert Teil b) des Satzes einen ent-
sprechenden Alternativsatz, da ein linearer Unterraum 7 C R” stets als Durchschnitt endlich
vieler linearer Hyperebenen bzw. als Losungsraum eines homogenen linearen Gleichungssys-
tems und auch als lineare Hiille einer Basis von 7 dargestellt werden kann.
Nach dem Polyederdarstellungssatz von Weyl-Minkowski ist nun 7" genau dann ein polyedri-
scher Kegel im R”,

T=P(Zo0)={xeR": Zx <o} (Z € R™m),
wenn 7 ein endlich erzeugter linearer Kegel ist, also die konische Hiille einer endlichen Menge
L={ci,....cn} CR"ist:

T=coneL={xeR":x= Z%Ci ,Ai20firi=1,...,m}.
i=1

Die endliche Menge L ist ein Erzeugendensystem des konvexen linearen Kegels 7.
Die Aussage von Satz 3, Teil a) fiir den Spezialfall eines polyedrischen bzw. endlich erzeugten
Kegels

T=P(Z,0)=cone L mitL = {ci,..., cn} CR"
wird jetzt in eine Aussage iiber lineare Ungleichungssysteme umformuliert. Es wird dazu die
innere Beschreibung von 7 verwendet. Bezeichnet man die mit den Vektoren ¢y, ..., ¢, der
Menge L als Spaltenvektoren gebildete Matrix ebenfalls mit L,

L=(ci,...,cn) € R™",
so ist der polyedrische Kegel 7T das Bild des nichtnegativen Orthanten R ", bei der durch die

Matrix L vermittelten linearen Abbildung L : R” — R"mit L(z) =Lz firze r ", :
T'=coneL=L(rR",)={yeR":y=Lz,zR",z>0}.
Es kann hier fiir drei verschiedene mathematische Objekte dieselbe Bezeichnung L verwendet

werden, da aus dem Zusammenhang hervorgeht, ob jeweils die Menge, die Matrix oder die
Abbildung gemeint ist.
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Fiir den zu T polaren Kegel 7" = {v e R" : vy <o fiiralle y e T} gilt
T"={veR":v'L<o}:

Es ist nimlich genau dann v € 7, wenn v'y < 0 ist fiir alle y = Lz mit z > o. Speziell mit den

Standardbasisvektoren z = e; des R” folgt daraus v'¢; = v'Le; <0 (= 1,...,m) und damit v'L

< 0. Umgekehrt folgt aus v'L < o auch fiir alle z € R” mit z > o die Ungleichung v'Lz < 0 bzw.

fiir alle y = Lz € T die Ungleichung v'y <0 und somitv € T*.

Die Aussage

(1) TAgr:, #0

ist dann gleichbedeutend dazu, dass ein z € R™ existiert mit

(19 Lz >ound z>o.

Die Aussage

(2) "ARr", #0Q

ist gleichbedeutend dazu, dass ein v € R” existiert mit

(29 vIL<oundv>o.

Nach diesen Voriiberlegungen ergibt sich schon der Teil a) des nachfolgenden Zusatzes 7, nach

dem genau eines der beiden angegebenen Ungleichungssysteme (1°) oder (2°) 16sbar ist. Dieser

Teil a) von Zusatz 7 ist ein homogener Spezialfall des bei Jungnickel (2008), S. 44, angegebe-

nen Korollars 2.4.11 (mit 4 = - E, E € R™" Einheitsmatrix, a=o0, B=L", b = o).

In Teil b) von Satz 3 wird als ein spezieller (nichtleerer) abgeschlossener konvexer linearer
Kegel ein linearer Unterraum 7 von R” und das zugehorige orthogonale Komplement 7+ be-
trachtet. Um die Aussage von Teil b) liber die alternative Disjunktheit von Mengen fiir den
Spezialfall eines linearen Unterraums 7 jetzt in die Sprache von linearen Ungleichungssyste-
men zu iibersetzen, wird wieder die innere Beschreibung von 7 verwendet. Die linearen Unter-
rdume 7' C R” sind genau die Teilmengen des R”, die jeweils die lineare Hiille eines endlichen
Erzeugendensystems L = {c¢i, ..., ¢} C T, m > dim 7, sind. Mit der endlichen Menge L C T
bzw. mit der Matrix L = (¢, ..., ¢n) € R™" bzw. der Abbildung L : R” — R” gilt also fiir den
linearen Unterraum
T =linL={yeR":y=1Lz,zeR"}
=L([R™)=: Bild(L) =: Im L.
Der Unterraum 7 ist der von den Spalten ¢; der Matrix L aufgespannte sogenannte Spaltenraum
der Matrix und der Bildraum (das Bild, englisch: image) Im L der linearen Abbildung (des
Vektorraumhomomorphismus) L : R” — R". Fiir das zu T gehorige orthogonale Komplement
gilt
T- =(inL)* = {v e R": vLz =0 fiir alle z € R"}
={veR":vL=0}.

Die Aussage

(1) TAgr:, #O

ist dann gleichbedeutend dazu, dass ein z € R™ existiert mit
(1) Lz > o;

die Aussage

(2) T*NnRr", #0

ist gleichbedeutend dazu, dass ein v € R” existiert mit

(29 vIL=oundv>o.

Aus diesen Voriiberlegungen ergibt sich auch Teil b) des nachfolgenden Zusatzes, der als Satz
von Stiemke (1892—1915) bezeichnet wird und in engem Zusammenhang mit dem Minkowski-
Farkas-Lemma steht.

Literatur: Beweise des Satzes von Stiemke findet man beispielsweise auch bei Stoer und
Witzgall (1970), S. 24, Borgwardt (2001), S. 23, und Jungnickel (2008), S. 42f. Bei Jungnickel
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wird der Satz von Stiemke aus dem Satz von Motzkin (1908—1970) und dieser wiederum aus
dem Minkowski-Farkas-Lemma hergeleitet. Dieses Lemma wurde unabhingig voneinander
1902 vom ungarischen Physiker und Mathematiker Julius (Gyula) Farkas (1847—1930) und
vom deutschen Mathematiker und Physiker Hermann Minkowski (1864-1909) bewiesen. Ver-

schiedene Beweise des Lemmas findet man beispielsweise bei Rockafellar (1970), S. 200,
Corollary 22.3.1, Stoer und Witzgall (1970), S. 55, Theorem (2.8.5), Borgwardt (2001), S. 18—
21, Satz 2.3 und Jungnickel (2008), S. 391, Satz 2.4.2.

Zusatz 7 Alternativsatz iiber die Losbarkeit von homogenen linearen Ungleichungssyste-
men

Es sei die Matrix L € R™" gegeben.

a) Von den beiden folgenden Ungleichungssystemen ist dann entweder (1°) oder (2°)
16sbar:
(1) zeR™ Lz>o0, z2o;
29 veR™ vL<o, v>o.

b) Satz der Alternativen von Erich Stiemke (1915): Von den beiden folgenden Un-
gleichungssystemen ist dann entweder (1°) oder (2°) 16sbar:
(1Y) zeR™ Lz>o;
29 veR™ viL=o0, v>o.

Um einen Vergleich des Alternativsatzes von Stiemke mit dem Minkowski-Farkas-Lemma an-
zustellen, werden die im Zusatz 7 b), der homogenen Version des Satzes von Stiemke, auftre-
tenden homogenen Ungleichungssysteme mittels einer Variablentransformation in dquivalente
Ungleichungssysteme umgeformt, von denen mindestens eines inhomogen ist. Mit den Matri-
zen

]
L= [ b J e R b e R™, 4 e R™,
AT

LT =(b,-A)
und den Variablen
z € R", v=(1x)T e R"! x e R"
ergibt sich aus Zusatz 7 der nachfolgende Zusatz 8 iiber inhomogene lineare Ungleichungssys-
teme. Umgekehrt erhdlt man aus dem nachfolgenden Zusatz speziell mit b =o,
=-LT,-A"=L und x = v wieder den vorigen Zusatz iiber die homogenen linearen Unglei-
chungssysteme.

Zusatz 8 Alternativsatz iiber die Losbarkeit von inhomogenen linearen Ungleichungssys-
temen

Gegeben sei eine Matrix 4 € R™" und ein Vektor b € R™.

a) Es ist dann genau eines der beiden folgenden Ungleichungssysteme (1) oder (2°)
16sbar:
(1) zeR™ a)z>o0, b'z>0, A'z<o0 oder
Byz>o0, b'z>0, A'z<o;
2y xeR™ x>0, Ax>Db.

b) Inhomogene Version des Satzes von Stiemke: Es ist dann genau eines der beiden
folgenden Ungleichungssysteme (1) oder (2°) 16sbar:
(1Y zeR™ a)b'z>0, A'z<o oder
B)b'z>0, A'z<o;
2y xeR™ X > o0, Ax=bh.
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3.5 Vergleich der inhomogenen Version des Satzes von
Stiemke mit dem Minkowski-Farkas-Lemma

Der Teil b) von Zusatz 8 ist eine inhomogene Version des selbst in homogener Version auftre-
tenden Satzes von Stiemke. Diese inhomogene Version ldsst sich mit dem (inhomogenen)
Minkowski-Farkas-Lemma vergleichen.

Das Minkowski-Farkas-Lemma besagt, dass fiir eine Matrix 4 € R™" und einen Vektor
b € R” genau eines der beiden folgenden Ungleichungssysteme (I) oder (IT) 16sbar ist:

(I) zeR™ b'z>0, A"z<o;

(I xeR™ X2>o0, Ax=bh.

Im Ungleichungssystem (II) wird mit den nichtnegativen x eine groflere Losungsmenge zuge-
lassen als im Ungleichungssystem (2°) mit den positiven x. Im Gegenzug dazu verkleinert sich
in (I) die Losungsmenge auf den Fall o) von (1°). Beim Ungleichungssystem (I) des
Minkowski-Farkas-Lemmas wird fiir die schwache Positivitit des Vektors Lz = (b'z,-ATz)" im
Ungleichungssystem (1) des Satzes von Stiemke also nur der Fall o) und nicht auch noch der
Fall B) zugelassen. Der Fall (1“a) wird in Abbildung 6 dargestellt.

Abb. 6 Der Fall (I) im Minkowski-Farkas-Lemma bzw. der Fall (1“a) in der inhomogenen Version des Satzes
von Stiemke, in dem b auflerhalb des Kegels cone {ai,as,as} liegt (m =n=3)

Das Minkowski-Farkas-Lemma bedeutet geometrisch, dass der Vektor b € R™ entweder gemal3
(IT) in dem von den Spalten a; € R™ der Matrix 4 = (ai,...,a,) erzeugten konvexen linearen
Kegel liegt,
b € cone {ai,...,a,} =coned=A(R",)
={Ax: x>0}
={xia1 +...t x,a,: x; 20 fiirj = 1,...,n},
oder gemél (I) sich von diesem Kegel folgendermallen trennen lasst:
JzeR™: z'b>02>z"u fiiralleu € cone 4,
d.h. u = 4Ax mit x > o.
Es ist nimlich z"u < 0 fiir alle u = 4x mit x > o0 genau dann, wenn z'a; < 0 fiir j = 1,..,n bzw.
wenn z'4 < o' ist. Im Falle (I) wird also der Punkt b vom Kegel cone 4 durch die Hyperebene
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Hzo={x € R":z'x = 0} derart getrennt, dass der Punkt b im offenen Halbraum H; o und der

Kegel cone 4 im abgeschlossenen Halbraum Hf o liegt (Lexikon der Mathematik, Bd. 2 (2001),
S. 132):
be H,, A conedc H,.

Die inhomogene Version des Satzes von Stiemke dagegen bedeutet geometrisch, dass der Vek-
tor b € R™ entweder gemil (2°) im Bild des positiven Orthanten r” = {x € R" : x> o} bei der

durch 4(x) = Ax vermittelten linearen Abbildung 4 : R” — R"™ liegt,
beA(rR") ={Ax:x>o0}
={xa +...t x,a,: x;> 0 firj = 1,....n},
oder gemif (1) sich von diesem Bild derart trennen lésst, dass eine Hyperebene Hz existiert
mit

a)b e HZO A A(Rj)gHio oder

Bbe Hy A Awry) < Hy
Im Fall (1*) sind die Mengen {b} und A(r" ) also sogenannte eigentlich trennbare Mengen. Die
Menge 4 (Rr ") ist die Menge aller Positivkombinationen (positiven Linearkombinationen) der
Spalten a; der Matrix A, also ein konvexer linearer Kegel gemif der Definition von Rockafellar

(1970), S. 14 (konvexer linearer P-Kegel).
Wihrend im Fall (I) des Minkowski-Farkas-Lemmas der Vektor b € R™ nur im offenen Halb-

raum H; o liegen kann, kann im entsprechenden Fall (1) der inhomogenen Version des Satzes
von Stiemke der Vektor b € R” sowohl im offenen Halbraum HZ o (Fall 1 o) als auch im ab-

geschlossenen Halbraum HZZ o (Fall 1“B) liegen.

Beweis fiir die geometrische Interpretation von Fall (1“B) in der inhomogenen Version des Satzes von Stiemke:
Es ist zu zeigen, dass die Vektorungleichung z'4 < o7 gleichbedeutend zur Mengeninklusion A(R" ) C H 5, - Die

Vektorungleichung z'4 = z"(ay,...,a,) = (z"ay,...,z"a,) < o' bedeutet fiir die Komponenten z'a; < 0 fiir alle Indizes
j e l,=1{l,....,n} und z"a; < 0 fiir mindestens einen Index k € I,. Daraus folgt fiir alle x > o die Ungleichung z"Ax
<0,d.h. A(R")C H},.
Geht man umgekehrt von dieser Mengeninklusion A(R” ) € H 7, aus, so ist z'a; < 0 fiir alle j € Z, und z"a, <0
fiir mindestens ein k € I, zu folgern: Aus der Annahme z'a, >0 fiir ein m e [, ergibt sich fiir ein x
= (X1,.. s Xms..,Xn)| > 0 Mit
xm=1, 0<x;<0(+m)
wegen z'ax; > - [zTa]x; > - [z7a)|5 (j # m) die Ungleichung
0>2"Ax= Y z'ax, =z'a,+ Y z'ax,
Jj=1 J#Em
>z'a, - 5Z|zTaj| .
JEm
Bei hinreichend kleiner Wahl von 6 kann eine positive rechte Seite der Ungleichung und somit ein Widerspruch
erreicht werden. Daher ist zunéchst zTa; < 0 fiir alle j € I, gezeigt.
Dariiber hinaus kann dabei der Fall zTa; = 0 fiir alle j € I, bzw. z'4 = o” nicht eintreten, da dann z"4x = 0 insbe-
sondere auch fiir die x > o wire und somit A(R") C Hzo folgen wiirde, im Widerspruch zur Voraussetzung 4(R")

C H;,.Somit existiert mindestens ein Index k € [, mit z"a; <0. Insgesamt ist damit die Vektorungleichung

274 <o gezeigt.
Analog lisst sich fiir die geometrische Interpretation des Falles (1¢a.) zeigen, dass die Vektorungleichung z'4 < o7
gleichbedeutend mit der Inklusion A(R} ) C H [, ist. O
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