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Vorwort

Es wird die homogene lineare Differentialgleichung (Dgl.) dritter Ordnung

L) Lyl =y"+py"+ @'+ ry =0

mit im Intervall J (C R) stetigen Koeffizienten p, ¢, r betrachtet. Im ersten Kapitel werden fiir kom-
plexwertige Koeffizienten und Losungen hinreichende Bedingungen an die Koeffizienten von (L)
dafiir hergeleitet, dass bei den Losungen und deren Ableitungen gewisse Nullstellenkonfigurationen
nicht auftreten kénnen. Dabei werden Resultate von Divakova' (1970) und Herold? (1972), die den
Spezialfall p = g = 0 behandeln, verallgemeinert und Methoden angegeben, mit denen weitere derar-
tige Kriterien gewonnen werden konnen. In den Kapiteln 2, 3 und 4 werden nur reellwertige Koeffi-
zienten und Losungen betrachtet. Diese Kapitel konnen auch unabhéngig vom ersten Kapitel gelesen
werden.

Im engen Zusammenhang mit der Differentialgleichung (L) steht die zu (L) adjungierte Differen-
tialgleichung
(L L'[z] = ((z"- pz) +q2)-rz =0
(p, g, ¥ € C(J); siehe Barrett® (1964) und fiir die Dgl. n-ter Ordnung Hinton* (1966)), die dquivalent
ist zu dem System von homogenen linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung

vy = pv +v
' __

V2 = - qvl + V3
' __

v'=

fiir die Funktion

vi=z
und deren verallgemeinerten Ableitungen

v, =D[z] =2 - pz,

vs=D[z] = (D'[2]) + ¢z.
In der Literatur wurde bisher meist noch die 1766 von Lagrange® betrachtete klassische Adjungierte
(L*) L¥[z]=z" +Pz"+Qz' +Rz=0
mit P=-p,Q=q-2p’, R=-r+q’ - p*“fiir den Spezialfall p € C*(J), ¢ € C'(J) verwendet. Im Ka-
pitel 2 werden allgemeine Beziehungen zwischen den Differentialgleichungen (L) und (L") darge-
stellt. Unter Verwendung der Tatsache, dass die zu (L) und (L") gehorigen dreidimensionalen Lo-
sungsrdume S und S" mit der durch

Blyz] = y"z- y'D'[z]+ yD’[z]
gegebenen Bilinearform B : S x S" — R als skalaren Produkt® ein duales Raumpaar bilden, werden
Wechselbeziehungen zwischen den Losungen von (L) und (L"), zwischen deren Nullstellenverteilun-
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gen und zwischen den Losungsrdumen S und S* hinsichtlich Oszillation, Existenz von stark oszilla-
torischen zweidimensionalen Unterrdumen und Diskonjugiertheit bewiesen. Aulerdem werden Cha-
rakterisierungen von speziellen Doppelkegelstrukturen der Menge N der nichtoszillatorischen Losun-
gen von (L) durch asymptotische Eigenschaften der Losungen gegeben und Beispiele fiir derartige
Strukturen aufgefiihrt.

Wilczynski’ hat 1905 fiir die lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung — hier wird es in Kapi-
tel 3 fiir n = 3 formuliert — die Funktionswerte

y1(x), y2(x), y3(x) (xeJ)
eines beliebig fixierten Fundamentalsystems y1, y2, y3 von (L) als die homogenen Koordinaten eines
Punktes

P =P(x) = [(y1(x),y2(x),y3(x))]
in der projektiven Ebene IP? interpretiert. Wenn x das Intervall J durchliuft, bewegt sich der Punkt
P(x) entlang der sogenannten Integralkurve C von (L). Die Tangente von C im Kurvenpunkt ist die
Gerade durch die beiden Punkte P(x) und P’(x), wobei P’(x) die homogenen Koordinaten y;’(x)
(7 =1, 2, 3) besitzt, und hat die homogenen Geradenkoordinaten (Hyperebenenkoordinaten)

z1(x), 22(x), z3(x),
wenn z1, z2, z3 das zu y1, y», y3 adjungierte Fundamentalsystem von (L*) ist. Dies gilt auch mit (L")
statt (L*).

Diese Integralkurve C benutzt 1911 Birkhoff®, um mittels geometrischer Begriindungen Resultate
iiber die Nullstellen der Losungen herzuleiten. Um eine Nullstelle einer nichttrivialen Lésung von
(L) als Inzidenz in [P? zu interpretieren und die Losung selbst in [P? geometrisch zu veranschaulichen,
deutet er die Koordinaten c1, ¢z, ¢3 dieser nichttrivialen Losung

y=ciy1 t ezt c3ys
von (L) beziiglich der Basis y1, y2, y3 von S als die homogenen Koordinaten einer Geraden in der
projektiven Ebene [P2. Demzufolge ist xo € J eine Nullstelle (bzw. eine zweifache Nullstelle) von y
genau dann, wenn die zu y gehorige Gerade <(cl,c2,c3)> in [P? die Integralkurve im Punkt P(xo)

= [(¥1(x0),y2(x0),y3(x0))] trifft (bzw. beriihrt).

In der vorliegenden Arbeit werden in Kapitel 3 und 4 nun auch noch die Nullstellen der nichttri-
vialen Losungen
z=dz1 + dazz + d3z3
von (L") als Inzidenzen in [P? interpretiert und die Losungen selbst in P? geometrisch veranschaulicht,
indem man deren Koordinaten di, d», d3 beziiglich der Basis zi, z2, z3 von S" als die homogenen Ko-

ordinaten eines Punktes in der projektiven Ebene IP? deutet. Demzufolge ist xo € J genau dann eine

Nullstelle von z, wenn der zu z gehdrige Punkt [(d1,d2,d5)] in P? auf der Tangente von C im Punkt
P(x0) mit den Geradenkoordinaten zi(xo) (k=1, 2, 3) liegt. Und xo ist genau dann eine zweifache
Nullstelle von z, wenn der zu z gehdrige Punkt [(d1,d2,d5)] auf der Integralkurve C liegt und zwar
gleich P(xo) ist.

Allgemeiner wird gezeigt, dass die nichttrivialen Losungen y € S und z € S* genau dann orthogo-

nal beziiglich des skalaren Produktes B sind (B[y,z] = 0), wenn in [P? die zu y gehérige Gerade durch
den zu z gehorigen Punkt geht. Damit lassen sich also Resultate {iber die Nullstellenverteilung der
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Losungen von (L) und (L") geometrisch veranschaulichen und umgekehrt hat man dadurch auch eine
Quelle fiir Vermutungen {iber neue mogliche Séitze und auch deren analytische Beweise.

Hinsichtlich der Ergebnisse von Birkhoft schreibt Barrett (1969), S. 431: ,,0Obwohl bei jeder Arbeit
iiber Differentialgleichungen dritter Ordnung der Hinweis auf Birkhoffs Artikel nicht fehlen darf,
werden seine Ergebnisse und Methoden selten erwahnt.* Daher werden nun in der hier vorliegenden
Arbeit mehrere seiner geometrisch begriindeten Resultate auch noch analytisch bewiesen. Dazu wer-
den in Abschnitt 3.1 zundchst geometrische Eigenschaften der Integralkurve C wie etwa das Auftreten
von Doppelpunkten, Doppeltangenten, Selbstschneidungen, Selbstberiihrungen, der Treffpunktfrei-
heit bzw. der Schnittpunktfreiheit der Tangenten mit dem vorhergehenden bzw. nachfolgenden Kur-
venstiick und der Spiralform durch analytische Bedingungen an Losungen von (L) und (L") ausfiihr-
lich charakterisiert. In Abschnitt 3.2 wird dann ein von Birkhoff geometrisch begriindeter allgemeiner
Trennungssatz richtiggestellt und in verallgemeinerter Form analytisch bewiesen. Aulerdem werden
neue Sétze liber die Nullstellenverteilung der Losungen aufgestellt und mittels der Integralkurve C
geometrisch veranschaulicht.

Fiir viele Aussagen iiber die Losungen der Differentialgleichung (L) bzw. (L") geniigt es anstelle
von Bedingungen an die Koeffizienten p, ¢, » vorauszusetzen, dass die Differentialgleichung zu einer
gewissen Klasse gehort, was heiflen soll, dass bei den Losungen und deren (verallgemeinerten) Ab-
leitungen gewisse Nullstellenkonfigurationen nicht auftreten. So ist etwa die Zugehdrigkeit der Dif-
ferentialgleichung (L) in J zur Klasse Kii (bzw. K1) dadurch definiert, dass es zu beliebigen Stellen

¢, d € Jmit ¢ <d (bzw. d < c) keine nichttriviale Losung y von (L) gibt mit
We) =y (c) =y(d) = 0=y (d).

Bei einer Differentialgleichung (L) der Klasse K gibt es also keine nichttriviale Losung y, die rechts
von einer zweifachen Nullstelle ¢ noch eine einfache Nullstelle d besitzt. Geometrisch bedeutet die
Zugehorigkeit von (L) zur Klasse Ki1 zunéchst, dass jede Tangente von C das nachfolgende Kurven-
stiick hochstens beriihrt, aber nicht schneidet. Analog bedeutet die Zugehorigkeit von (L) zur Klasse
K1, dass jede Tangente von C das vorhergehende Kurvenstiick hdchstens beriihrt, aber nicht schneidet.

Weiter folgt aus der Zugehdrigkeit von (L) zur Klasse K1 U Ky zundchst notwendig, dass die Integ-
ralkurve eine nach auflen bzw. nach innen fortlaufende Spiralform hat.

Eigenschaften dieser Klassen werden in Kapitel 4 bewiesen hinsichtlich Charakterisierungen der
Diskonjugiertheit, Charakterisierung der nichtoszillatorischen Losungen als die nullstellenfreien Lo-
sungen, Existenz von nichtnegativen (nichttrivialen) Losungen und von stark oszillatorischen zwei-
dimensionalen Unterrdumen, Aquivalenz der Oszillation von (L) und (L), Diskonjugiertheit an den
Intervallgrenzen und Existenz von nullstellenfreien Losungen. Zu Letzterem werden auch die ent-
sprechenden Aussagen fiir die homogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung in einem Intervall
J C R verglichen.

Ferner werden in Abschnitt 4.6 die von Birkhoff 1911 mittels der Integralkurve C geometrisch for-

mulierte und begriindete Charakterisierung der Klasse K1 U Ky durch die Spiralform mit moglichen

Selbstberiihrungen unter Verwendung der Begritffe Doppelpunkt, Doppeltangente, Selbstschneidung,
Selbstberiihrung und Selbstdurchsetzung von C hier analytisch beschrieben, analytisch bewiesen und
die einzelnen Beweisschritte mittels der Integralkurve C veranschaulicht.

Dabei besitzt eine Integralkurve C € K eine nach aulen fortlaufende Spiralform, bei der die Kurve
in einem Kurvenpunkt vom nachfolgenden Kurvenstiick hochstens beriihrt und nicht durchsetzt wird.
Eine Kurve C € Kj besitzt eine nach innen fortlaufende Spiralform, bei der die Kurve in einem Kur-
venpunkt vom vorhergehenden Kurvenstiick hochstens beriihrt, aber nicht durchsetzt wird.

Es zeigt sich, dass der analytische Beweis wesentlich aufwendiger als der geometrische ist und etli-
cher Hilfssdtze bedarf. In diesem Zusammenhang werden auch Hilfspunkte im Intervall J verwendet,
die als Endpunkte maximaler Intervalle von bestimmten Klassenzugehorigkeiten definiert sind. Es
werden Wechselbeziehungen zwischen diesen Hilfspunkten, insbesondere Eigenschaften der durch
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die ersten konjugierten Punkte gegebenen Funktion n beschrieben und auch neue Erkenntnisse zur
Differenzierbarkeit von 7 hergeleitet.

Herrn Prof. Dr. Horst Herold danke ich fiir die Anregung zu dieser Arbeit.
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1 Nullstellenverteilung bei komplexwertigen Losungen
und deren Ableitungen

Es wird die Verteilung der Nullstellen des Produkts ww’w* fiir komplexwertige Losungen w der ho-
mogenen linearen Differentialgleichung 3. Ordnung

(L) Liwl=y"+ pw+ gw'+ rw =0
im Intervall J C R untersucht. Die Endpunkte von J seien a und b (-0 < a <b < +w). Die Koeffi-

zienten p, g, r seien in J komplexwertige und stetige Funktionen. Eine Losung von (L) sei eine in J
dreimal stetig differenzierbare komplexwertige Funktion w, welche in J die Gleichung L[w] = 0 er-

fullt.

1.1 Hilfssatze

Bevor Resultate von Herold (1972) und Divakova (1970) verallgemeinert werden, wird mit Hilfs-
satz 1.1 eine Integralgleichung und mit Hilfssatz 1.2 eine Integralungleichung bereitgestellt. Der erste
Hilfssatz wurde speziell fiir f= 1, =2, y=1 und reellwertiges w von Beesack’ (1956), S. 212, be-
wiesen.

Hilfssatz 1.1 Riccatische Differentialgleichung und Integralgleichung
Fiir die reellwertigen Funktionen £, g € C(]c,d[), -co < ¢ <d < o0, gelte /> 0,

9= 0f{twoxa) ) wd 4= 0 (xotd0)

mit reellen Zahlen aund B, 0 < av < 1, 0 < < 3.1 Die spezielle Riccatische Differentialgleichung!
2

%
f(x)
habe eine reellwertige Losung ¢ € C'(]c,d[) mit

o) = O (((x-e)d - 1))

mit einem y < 2. Dann gilt fiir jede in [c,d] stetige und stiickweise stetig differenzierbare komplex-
wertige Funktion w mit

Rl = p+——+g(x) =0

w(c) =w(d) =0
die Integralgleichung
d d
1
J(£ b gl Jax = [l guf dr.

Paul Richard Beesack war ein kanadischer Mathematiker und Professor an der Carleton University in Ottawa.
Das Landau-Symbol O (O-Notation, ,,grofl O von ... fiir den Grenziibergang ...“) fiir den Vergleich der GroBenord-
nung von Funktionen bei einem Grenziibergang wurde erstmals 1894 verwendet vom deutschen Zahlentheoretiker
Paul Gustav Heinrich Bachmann (1837—-1920) und bekannt gemacht vom deutschen Zahlentheoretiker Edmund
Georg Hermann Landau (1877-1938).
Die Riccatische Differentialgleichung ist benannt nach dem italienischen Mathematiker Jacopo Francesco Riccati
(1676-1754).
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Bemerkung: Das rechte Integral ist bei positiver Funktion fimmer nichtnegativ und es ist genau dann

gleich Null, wenn w = Av in ]c,d[ ist mit einem A € C und v(x) = expj%dx .

Beweis von Hilfssatz 1.1: Die Riccatische Differentialgleichung R[¢] =0 hat genau dann eine in

ganz ]c,d[ definierte und stetig differenzierbare reellwertige Losung ¢, wenn die homogene lineare
Differentialgleichung zweiter Ordnung

(1.1) ')y +gv=0

eine in ]c,d[ nullstellenfreie reellwertige Losung v (v differenzierbar und fv* stetig differenzierbar)
besitzt, wobei ¢ = f’/v bzw. v = expj%dx ist (Coppel'? 1971, S. 6, Th. 3).

Gemill dem Beweis des Hilfssatzes 1 von Herold (1972) gelten dann in jedem Teilintervall von ]c,d|,
in dem w stetig differenzierbar ist, mit einer reellwertigen Losung ¢ € C'(Je,d[) von R[¢] =0 und

der damit definierten nullstellenfreien Losung v = exp I %dx von (1.1) die Umformungen

[%] |w|2 + — (ww+ww)
v VA

N (VW VW)(VW VW)=V—12|VW V\/VI

!

P = fv'[@ 7 [KJ
1% 1%

- (fM - (fv')'% + (Ej (=g, (") v =-2)

<ob ] s+ (2]

Da die Funktion f'in ]c,d[ nullstellenfrei vorausgesetzt ist (f ist positiv in ]c,d[ oder negativ in ]c,d[),
folgt weiter

v.(ﬁj w2 L e pw) W=,
v

12" William Andrew Coppel (1930-) ist ein australischer Mathematiker, der an der University of Cambridge (England)
promovierte und Professor war an der Australian National University in Canberra.
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2
w

w(2)] =l enf

\%

und
| ’ |2- | |2— W2 , —1 - 2.
fw gw (¢| | ) + f|fW (pw|

Im offenen Intervall ]c,d[ erhilt man bei dem stetigen Integranden f b [? - g lw [? fiir die Stammfunk-
tion bzw. das unbestimmte Integral die Gleichung

(1.2) [( w1 - g[w])ax =fv| + [ A7 ( j dx

1
= g0|w|2 + I7|fw'-(pw|2 dx .

Aufgrund der vorausgesetzten GroBenordnung der Funktionen fund g beim Grenziibergang x — ¢
ist der Quotient f(x)/(x - ¢)* beschriankt bzw. ist

[0 | < Mi(x - ¢)®
mit einer reellen Konstanten M. Da auBerdem Iw’ [? in ¢ stetig und damit beschréinkt ist, gilt

[fo0) [ () P < Ki(x - )=
in einer Umgebung von ¢ mit einer reellen Konstanten K. Da das sog. uneigentliche Integral (mit
unbeschrianktem Integranden)

JQ K dx = hmIK(x ¢y dx = lim K(x'c)l_a| ’ _ K(x,-c)"™
. (x-¢)” e AV L l-ot

als Grenzwert existiert (c < c1 <xo <d, 1 - a > 0), konvergiert nach dem Majorantenkriterium'? auch
das dadurch majorisierte uneigentliche Integral

J. f |w‘|2 dx .
Weiter ist beim Grenziibergang x —s ¢ der Quotient g(x)/(x - ¢)” beschrinkt bzw.
lo) | < M/(x-c)’

in einer Umgebung von ¢ mit einer reellen Konstanten M . Da auBerdem w in ¢ (rechtsseitig) diffe-
renzierbar und w(c) = 0 ist, ist

{C{l}% =w'(c) € C,

also in einer rechtsseitigen Umgebung von ¢ der Quotient w(x)/(x - ¢) beschrinkt und w(x) |
< K-(x-c) bzw.
wx) P < K*-(x-¢)?

mit einer reellen Konstanten K. Insgesamt gilt dann in einer Umgebung von ¢ die Abschitzung

,_ MK
) ) P <=5

Da das uneigentliche Integral (mit unbeschrénktem Integranden)

13" Das Majorantenkriterium fiir die Existenz bzw. Konvergenz eines uneigentlichen Integrals bei nicht beschrinktem
Integranden findet man bei Mangoldt, Knopp (1975), Band 3, S. 479. Hans Karl Friedrich von Mangoldt (1854—
1925) war ein deutscher Mathematiker und koniglich preuflischer Geheimer Regierungsrat. Konrad Theodor
Hermann Knopp (1882—-1957) war ein deutscher Mathematiker.
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J.—/H dx = lim'[MKz(x- c)z'ﬁ dx = limMK (x-¢) | — (xo 9)

als Grenzwert existiert (¢ <c1 <xo <d, 3 - > 0), existiert nach dem Majorantenkriterium auch das
dadurch majorisierte uneigentliche Integral

]Qg|w|2 dx.

(x-¢)

c

Da Analoges auch fiir die rechte Intervallgrenze d gilt, existiert insgesamt das uneigentliche Integral

T(f|w'|2— g|w|2) dx = }jli{r;o(f|w'|2 - g|w|2) dx + ;}i% ( (f|w'|2 - g|w|2) dx .

c

Da fiir den Grenziibergang x —> ¢ mit reellen Konstanten A" und K die Abschitzungen

lpeo) [ < M (x-¢)7, W) [2< K- (x-¢)?
und somit

o) [hw() B < MK (-0)*
gelten, konvergiert bei diesem Grenziibergang wegen 2 - y > 0 der erste Summand der rechten Seite
von (1.2). Da auch die linke Seite von (1.2) konvergiert, gilt dies dann auch fiir den zweiten Sum-
manden der rechten Seite. Da Analoges flir den Grenziibergang x — d gilt, erhdlt man fiir w die
Integralgleichung

(1.3) ]{(f|w'|2— g|w|2) dx = [go|w|2]j + ]{%|fw'—¢w|2 dx . O

c c

Zu beachten ist, dass die Beziehung (1.3) auch fiir /<0 in ]Jc,d[ gilt. Dies wird beim Beweis des
nachfolgenden Hilfssatzes 1.2, b) und von Satz 1.2, (3), (4), (5) bendétigt.

Im Spezialfall, dass die Funktionen f; g und ¢ im gesamten Intervall J stetig sind, existieren fiir ¢, d
€ J die in (1.3) aufgefiihrten (eigentlichen) Integrale und der erste Summand der rechten Seite fiir

beliebige Werte w(c), w(d) € C. Weiter ist die Existenz einer Losung ¢ € C([c,d]) der Dgl. R[¢] =0

insbesondere dann gesichert, wenn die Dgl. (1.1) eine im abgeschlossenen Intervall [c,d] nullstellen-
freie reellwertige Losung v besitzt (Coppel 1971, S. 6, Th. 3). Die homogene lineare Differentialglei-
chung zweiter Ordnung (1.1) besitzt nun genau dann eine in [¢,d] nullstellenfreie reellwertige Losung,
wenn sie in [c,d] diskonjugiert ist, d. h. wenn jede nichttriviale Losung von (1.1) in [¢,d] hochstens
eine Nullstelle hat (Coppel 1971, S. 5, Th.1). Damit kann der nachfolgende zweite Hilfssatz mit der
Bereitstellung einer Integralungleichung bewiesen werden.

Hilfssatz 1.2 Integralungleichung
a) Es sei ¢, d € Jmit ¢ <d. Die reellwertigen Funktionen fund g seien in J stetig und es sei

f>0inJ.
Dann gilt fiir jede in [c,d] stetige und stiickweise stetig differenzierbare komplexwertige Funktion w

mit w # 0 in [¢,d] die Integralungleichung
d

(1.4) j(f|w'|2-g|w|2)dx >0,
falls noch eine der folgenden drei Bedingungen erfiillt ist:
1) w(c) =w(d) =0 und die homogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung (1.1)
ist in J diskonjugiert, besitzt also die Eigenschaft D = Diskonjugiertheit und somit
in jedem abgeschlossenen Teilintervall [¢,d] eine nullstellenfreie Losung v;
2) w(c) = 0und (1.1) hat in J die Eigenschaft D":

Zu jedem Teilintervall [c,d] C J gibt es eine Losung v > 0 in [¢,d] mit v’(d) > 0;
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3) w(d) =0 und (1.1) hat in J die Eigenschaft D:
Zu jedem Teilintervall [c,d] C J gibt es eine Losung v> 0 in [¢,d] mit v’(c) < 0.
b) Ist anstelle von /> 0 in J jetzt
f<0inJ,

so ist das in (1.4) angegebene Integral negativ,
d

j(f|w'|2- g|w|2)dx <0,

falls noch eine der oben in a) angegebenen Bedingungen erfiillt ist.

Beweis von Hilfssatz 1.2: a) 1) Wegen der Stetigkeit der Funktionen f, g, w und w’ in [c,d] existiert
das Integral auf der linken Seite von (1.3). Aufgrund der Diskonjugiertheit von (1.1) in J und damit
in [c,d] existiert eine in [c,d] nullstellenfreie Losung v von (1.1) und dann mit ¢ = fv’/v eine Losung

¢ € C([c,d]) der Dgl. R[¢] =0. Wegen der Voraussetzung w(c) = w(d) =0 verschwindet dann der
erste Summand der rechten Seite von (1.3):

o] -0

Das Integral auf der rechten Seite von (1.3) existiert, ist nichtnegativ und von Null verschieden, da

sonst w= Av in |c,d[ mit einem A € C und v(x) = exp I %dx (# 0) gilt und dann 0 = w(c) = Av(c),

A=0,w=0 in [c,d] folgt, im Widerspruch zur Voraussetzung. Demzufolge ist die rechte Seite von
(1.3) positiv.

2) Aufgrund der Eigenschaft D" ist o = fi’/v € C([c,d]) eine Losung von R[¢] = 0 mit

o(d) = d)v’(d)/v(d) = 0.
Wegen ¢(c) w(c) P =0 und o(d) w(d) 2 > 0 ist dann der erste Summand der rechten Seite von (1.3)
nichtnegativ:

o] = gty bt B - gt) hote) P2 0.

Daw # 0in [c,d] gilt, folgt wie in Beweisteil 1), dass der zweite Summand der rechten Seite von (1.3)
und damit die gesamte rechte Seite von (1.3) positiv ist.

3) Der Beweis von 3) ergibt sich analog zu Beweisteil 2).

b) Der Beweis der Aussage b) fiir negatives f erfolgt analog zur Aussage a) fiir positives f. O

Bemerkungen zu den Eigenschaften D, D" und D
1. Falls die Koeffizientenbedingungen

f>0undg <0inJ

gelten, ist die Differentialgleichung (1.1) in J diskonjugiert (Eigenschaft D) und hat (1.1) in J die
Eigenschaften D" und D

2. Die Differentialgleichung (1.1) hat in J die Eigenschaft D' (bzw. D"), falls b € J (bzw. a € J),

f>0,g>0inJ
ist und eine Losung v von (1.1) existiert mit
v (b) =0 (bzw. v’(a)=0)und v 0 in J.
3. Die Differentialgleichung (1.1) hat in J = [a,b[ (bzw. J = ]a,b]) die Eigenschaft D" (bzw. D"), falls

f>0,g > 01n[a,b[ (bzw. Ja,b]),
¢ dt .
—— =00, g # 01in jedem [c,b[ (bzw. ]Ja,c]),
!f (1)
a<c<b,und (1.1) in ]Ja,b[ diskonjugiert ist (Coppel 1971, S. 14, Prop. 5).
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Fiir reellwertiges w stimmt Hilfssatz 1.2, 1) iiberein mit L..1.12, Th.1.11 (i = vi), Hilfssatz 1.2, 2)

iiberein mit L.1.11 (<) und Hilfssatz 1.2, 2) in Verbindung mit Bemerkung 3 (b = o) {iberein mit
Th.1.9 von Barrett (1969). Umgekehrt lassen sich aber auch aus den Aussagen fiir reellwertige w die
entsprechenden flir komplexwertige w folgern. Denn mit w =wi +iw2, wi =Rew, wy=Im w,
i=~-1 giltinJ wP=w?2+w?und wP=w’?+w’2

1.2 Hilfsformeln

Es werden jetzt einige Hilfsformeln angegeben, die fiir beliebige in J geniigend oft stetig differen-
zierbare komplexwertige Funktionen / und w gelten und die fiir die Herleitung hinreichender Bedin-
gungen fiir spezielle Nullstellenverteilungen der Losungen von (L) verwendet werden kdnnen. Parti-
elle Integration liefert

(1.5) j hww"dx = hipw' - [ Wiow'dx - [ hivw'dx ,
(1.6) [nwdx = hww - [ Wiww'ds - [ hfiw] d
und

[rwwdx = hwf - [K

wf'dx - [ hiwtwedx
Aus der letzten Gleichung folgt

2J-hRe(v_vw')dx = h|w|2 -Ih’ w|2dx

und somit

(1.7) 2 [ hww'dx = hlwf" - [ [wfde+2i [ h Tm(ow )

Fiir Funktionen w, s € C3(J), p € C3(J), g € C'(J), r € C(J) erhilt man mit Hilfe der Bezichungen
(1.5), (1.6) und (1.7)
2_[s7vL[w]dx = - S|w'|2 - (- s"+(sp)' - sq)|w|2 + 2sww'"+ 2(sp - s )ww'
+ I(2sr - (sq)'+(sp)" - S'")|W|2 dx + j(3s' - 2Sp)|w'|2 dx
- 2jis Im(vT/'w")dx - 2]1’(- s"+(sp)' - sq)Im(vT/w')dx .
Ubergang zum Realteil liefert
2Re[swLiwldx = - Fw]+ [( fo[wf + £ ] Jix
+ 2IIm s Im(vT/'w")dx + ZIIm(- s"+(sp)' - sq)Im(v_vw')dx
mit
Fw] = Re[s|w'|2 +(- 5"+ (sp)'- sq)|w|2 - 2sww" - 2(sp - s')vT/w'}
und
fo=Re[2sr-(sq)'+(sp)"-s"],
fi=Re[3s'-2sp].

Ist nun w eine Losung von (L) (d. h. L[w] = 0), s reellwertig (Im s = 0) und
Im(-s"+(sp)'-sq) =s’ Imp+sImp’ -¢)=0
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inJ,sogiltfirc,d e J

d

L= [(folw + A )

c

(1.8) F[w]

Gelten nun noch im Intervall J die Vorzeichenbedingungen

S120,/0>0 (bzw. fi <0, fo < 0),
so ist fiir jede nichttriviale Losung w von (L) gemal (1.8) die Funktion Fs[w](x) in / monoton steigend
(bzw. monoton fallend) und so gibt es insbesondere keine ¢, d € J mit ¢ < d und

Fi{wl(c) >0 > Fi[w](d) (bzw. Fi[w](c) <0 < Fi[w](d))
oder
Fi{wl(c) = 0> Fi[w](d) (bzw. Fi[w](c) < 0 < Fs[w](d)).

Im Folgenden soll die Schreibweise

fo> 0 (bzw. fo < 0)
mit dem Symbol > bzw. < bedeuten, dass fo > 0 (bzw. fo < 0) und fo £ 0 in jedem Teilintervall von
Jist.

Gelten in J die stiarkeren Vorzeichenbedingungen
fi>0undfo > 0 (bzw.fi <0undfo < 0)
und ist Je,d[ C J ein beliebiges offenes Intervall, so ist fiir jede nichttriviale Losung w von (L) wegen

der Stetigleit zundchst |w > 0 zumindest in einer Umgebung U(xo) einer Stelle xo € Je,d[. Wegen
der Stetigkeit von fy ist dann auch fo >0 (fo <0) in einer Umgebung U(x1) C U(xo) einer Stelle

x1 € U(xo). Weiter ist dann /o lw * > 0 (< 0) in U(x1) und somit der Integrand f, |w|2 + f, |w'|2 £ 0 in
]e,d[. Dabher ist die Funktion Fs[w](x) in J streng monoton steigend (bzw. streng monoton fallend).
Es gibt also insbesondere keine Stellen ¢, d € J mit ¢ <d und

Ei[wl(c) 2 0 = Fs[w](d) (bzw. Fi[w](c) < 0 < Fi[w](d)).

Die Vorzeichenbedingungen fiir F[w] lassen sich nun in Vorzeichenbedingungen fiir w, w*, w* und
Ausdriicke von s, p, ¢ und r iibertragen. Fiir jede nichttriviale Losung w von (L) und jedes xo € J ist
nidmlich
Fw](x0) =0, falls eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:
a)  w(xo) =w(xo)=0;
b) w(x0) =w”(x0) =0 und -s*“+(sp)’-sq = 0;
F{w](xo0) > 0 (>), falls eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:
c) w(xo)=w"(xo) =0 und -s“+(sp)’-sq = 0 (>);
d) wxo)=0unds > 0;
e) Ww’(x0)=0 und s(x)=exp fp(x)dx =: o(x) (wobei hier sogar
p € C(J) geniigt), p, g reellwertig, g < 0 (<);
Fs[w](x0) < 0 (<), falls

f) w'(xo) =w”’(x0) =0 und -s“+(sp)’-sq < 0 (<).
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1.3 Nullstellenverteilung der Losungen fiir komplexwertige Ko-
effizienten

Mit den eben durchgefiihrten Betrachtungen zur Monotonie von Fi[w] in Jund zum Vorzeichen von
Fy[w](x0) ergeben sich die drei nachfolgenden Sitze iiber die Nullstellenverteilung der Losungen von

(L).

Satz 1.1 Ausschluss bestimmter Nullstellenkonfigurationen
a) Fiir die komplexwertigen Koeffizienten p € C*(J), ¢ € C'(J), r € C(J) von (L) seien mit einer re-
ellwertigen Funktion s € C*(J) in J die Gleichung

(1.9) s Imp +s-Im(p’-q)=0
und mit den Funktionen
fo=Re[2sr - (sq)'+(sp)"-s"],
fi= Re[3s'— 2sp]
die unten noch jeweils angegebenen Bedingungen erfiillt. Dann gibt es fiir jede nichttriviale Losung
w von (L) keine Stellen ¢, d € J mit ¢ <d und einer der folgenden Eigenschaften:

(D) wle)=w()=0=wd)=w(d), fo>0,/i =0;

2) we=w()=0=w(d)=wd), fo>0(=2),/i 20,-5s"H(sp)-sq <0 ()

3) w(e)=w(c)=0=w(d) =w*(d), -s“H(sp)-sq=0,fo=2sRer> 0,11 >0;

(4) w(c)=w’(c)=0=w(d), fo<0,/1<0,5 > 0;

(5) w(c) =w"(c)=0=w(d), fo < 0(2),/1 <0,5 20, -5"+(sp)’-sq < 0 ().
b) Sind fiir reellwertige p € C(J), g € C'(J), komplexwertiges r € C(J), s = o := exp, fp(x)dx und da-
mit o = o:[2 Re r - pq - ¢’1, fi = op, Fs[w] = o[ W’ I - ¢ Iw 2 - 2Re(iww" )] die jeweils angegebenen
Bedingungen erfiillt, dann gibt es fiir keine nichttriviale Losung w von (L) Stellen ¢, d € Jmitc <d
und einer der folgenden Eigenschaften:

(6) w(c)=w’(c)=0=w*d), 2Rer-¢q’-pg < 0(2),p<0,9<0(<);

(7) w(c)=w"“(c)=0=w“d), Rer< 0,p<0,g=0.

Bemerkung: Falls 7 £ 0 in jedem Teilintervall von J ist, kann die Bedingung

fo>0,/i>0 (bzw. fo < 0,/1 < 0)
durch

f020,/i=0,/0+f1>0 (bzw. 00, /1 <0, /o + /i < 0)
ersetzt werden, da in diesem Fall fiir jede nichttriviale Losung w von (L) sowohl w als auch die Ab-
leitung w’ in keinem Teilintervall identisch verschwindet: Wére ndmlich w’ = 0 in einem offenen
Teilintervall J* C J, dann ist w* =0 und w*‘* = 0 in J"und w(xo) # 0 fiir ein xo €J°. Durch Wahl des
Teilintervalls J*gilt o. E. (ohne Einschrankung der Allgemeinheit) auch schon in diesem Intervall w
# 0, rw = L[w] =0 und somit » = 0, im Widerspruch zur Voraussetzung. Somit ist unter diesen Vo-
raussetzungen der Integrand f;|w|" + f;|w| > 0 (bzw. < 0) in J und das Integral auf der rechten

Seite von (1.8) positiv (bzw. negativ).

Speziell firp=g=0,s=1(fo=2Rer, fi =0, Fi[w] = lw’ [ - 2Re(ww")) ergeben (4), (5), (6), (7)
die Aussage 1 und mittels der Substitution x = - ¢ auch die Aussage 2 des Satzes 1 von Herold (1972).
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Anstatt die Positivitdt (bzw. Negativitit) des Integrals in (1.8), also
d

F{wI(d) - F[wl(©) = [( A]w] + f,[w]")dr >0 (bzw. <0) fiir e <,

¢, d € J, durch die in Satz 1.1 verwendeten Vorzeichenbedingungen f1 > 0, fo > 0 (bzw. fi <0, fo
< 0) zu sichern, kann das Vorzeichen des Integrals auch mittels Hilfssatz 1.2, also hier durch Eigen-
schaften (fi > 0 bzw. fi <0, D, D', D7) der homogenen linearen Differentialgleichung 2. Ordnung

(1.10) Aiv’) - fov="0

und durch die Bedingung w(c) = 0 oder w(d) = 0 festgelegt werden. Nur fiir die Kriterien (3) und (7)
von Satz 1.1 lassen sich hiermit keine analogen aufstellen, da bei diesen nicht w(c) = 0 oder w(d) =0
gesichert ist. Bei der Formulierung des damit resultierenden Satzes 1.2 wird die Voraussetzung, dass
die Differentialgleichung (1.10) in J die Eigenschaft D (= Diskonjugiertheit), D" bzw. D™ hat, abge-
kiirzt angegeben durch D(1.10), D(1.10) bzw. D7(1.10). Beim Beweis der Kriterien (1) und (2) von
Satz 1.2 ist das in (1.8) angegebene Integral positiv und fiir die auszuschlieBenden Stellen ¢, d € J

der Term F, [w]|f jedoch nichtpositiv. Beim Beweis der Kriterien (3), (4) und (5) ist das Integral

negativ und der Term Fs[w]|f nichtnegativ.

Satz 1.2 Ausschluss bestimmter Nullstellenkonfigurationen

a) Fiir die komplexwertigen Koeffizienten p € C*(J), ¢ € C'(J), r € C(J) von (L), eine reellwertige
Funktion s € C*(J), die Funktionen fo = Re[2s7 - (sq)'+ (sp)"-s"] und fi = Re[3s'- 2sp] und die
Differentialgleichung (1.10) seien in J die Bedingung (1.9) s’-Im p + s-Im(p’ - ¢) = 0 und die nach-

folgend jeweils noch angegebenen Voraussetzungen erfiillt. Dann gibt es fiir jede nichttriviale Losung
w von (L) keine Stellen ¢, d € J mit ¢ < d und einer der folgenden Eigenschaften:

(1) we)=w(c)=0=w(d)=w'(d), fi>0,D(1.10);

2) we)=w(c)=0=w(d)=wd), fi>0,D(1.10),-s5“+(sp) -sq <O0;

3) we)=w’(c)=0=w(d), f1<0,D(1.10), s > 0;

4) w(c)=w"(c)=0=w(d), f1<0,D7(1.10),s > 0, - s“ + (sp)’ -sq < 0.
b) Sind fiir reellwertige p € C(J), ¢ € C'(J), komplexwertiges » € C(J) und das spezielle s = &
= exp fp(x)dx (fo = o [2Rer-pq-q’], fi = o-p) die unten noch angegebenen Bedingungen erfiillt,

dann gibt es fiir keine nichttriviale Losung w von (L) Stellen ¢, d € J mit ¢ <d und der folgenden
Eigenschaft:

(5) w(c)=w’(c) =0=w"(d), s=0,p<0,D(1.10), g < 0.

Speziell fiir p=¢g =0, s(x) =x - a bzw. s(x) =x - k (k € R) in J = [a,b[ ergibt (3) mit der Substitution
x =-tden Satz 2a und (1) den Satz 2b von Herold (1972).
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1.4 Nullstellenfreiheit der komplexwertigen Produktfunktion
WWIWII

Es werden jetzt noch hinreichende Kriterien dafiir hergeleitet, dass fiir eine Losung w von (L) die
Produktfunktion
(ww’w*)(x) = 0 fiir alle x > xo (x < x0), X, X0 € J,

ist. Es sei in J wieder s reellwertig und die Bedingung (1.9) s’-Im p + s-Im(p’ - ¢) = 0 erfiillt.
Istfo < 0,1 < 0(bzw.fo > 0,f1 > 0) inJund w eine nichttriviale Losung von (L) mit Fs[w](x0) < 0

(xo € J), so folgt fiir die geméB (1.8) streng monoton fallende (bzw. streng monoton steigende)
Funktion F[w](x) die Ungleichung

Fw](x) <0 fir x > xo (x <x0), x € J.
Gilt andererseits fi <0, D(1.10) (fi > 0, D(1.10)) und ist w eine nichttriviale Losung von (L) mit

w(x0) = 0 und Fi[w](x0) < 0, so folgt mit Hilfssatz 1.2 aus (1.8) ebenfalls
F[w](x) <0 fiir x > x0 (x <xo), x € J.
Setzt man noch speziell s = o= exp fp(x)dx, p reellwertig und
-s“+(sp)’-sq = - og > 0,
also ¢ < 0 voraus, so bekommt man fiir x > xo (x < xo) die Ungleichung
0> F[w](x) = o(x)-[ v P - g w P - 2Re(ww" )](x) > — 20(x) Re(iw w*)(x)
und somit Re(w w*)(x) > 0 und (ww*)(x) # 0.
Daraus folgt weiter
Re(w w')’(x) = |w' (x) P+ Re(#w w")(x) >0
fiir x > xo (x <xo) ), x € J, sodass Re(w w') und dann auch w' hdchstens eine Nullstelle im Inter-
vall J N {x>x0} (JN {x <xo0}). Im Fall w*(xo) = 0 hat w’ und dann insgesamt ww’w* keine Null-
stelle in J N {x>x0} (J N {x <xo0}).
Speziell fiir s = o ist

-s"“+(sp)’-sq = - oq,
fo=o0[2Rer-pg-q’]und

Si=op.
Weiter ist stets Fs[w](xo) = 0 im Falle w(xo) = w*(x0) = 0. Im Spezialfall s = o ist unter der Voraus-
setzung g = 0 (-s“+(sp)’-sq =- og =0, fo =20 Re r) noch Fi[w](xo) <0 im Falle w’(xo) = w*“(x0)
= (. Damit erhélt man den folgenden Satz, der insbesondere Verstirkungen der Aussagen von
Satz 1.1 (6), Satz 1.2 (5) und Satz 1.1 (7) gibt.

Satz 1.3 Nullstellenfreiheit der Produktfunktion ww’w*
Es seien die Koeffizienten p € C(J), g € C'(J) reellwertig und » € C(J) komplexwertig. Fiir die
nichttriviale Losung w von (L) gilt
(ww’w)(x) =0
fiir alle x > xo (x <xo0), x, xo € J, falls eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:
(1) w(xo) =w'(x0) =0, s=0,2Rer-pg-q° < 0(>),p<0(2),¢=0;

(2) w(xo) =w'(x0) =0, s=0,p<0(>),D(1.10) (D(1.10)), g < 0;
(3) w’(x0) =w“(x0) =0, s=0,Rer<0(>),p<0(>),q=0.
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Zu den Bedingungen (1) und (2) vergleiche man die von Divakova (1970) in Th.1 und Th.2 fir
p = q = 0 auf Strecken bzw. Gebieten in der komplexen Ebene aufgestellten Kriterien.

1.5 Nullstellenverteilung der reellwertigen Losungen bei re-
ellwertigen Koeffizienten

Sind die Koeffizienten p, g, » von (L) reellwertig und ist y = uz(.,c) die Losung von (L) mit der
Anfangsbedingung

We)=y()=0,y"(c) =1,
so gilt y> 0 in ]e,b] N J, falls die in Satz 1.1 (4) oder Satz 1.2 (3) gegebenen Bedingungen erfiillt
sind. Die Bedingungen von Satz 1.1 (4) lauten speziell
firs=0%  2r-q'-3pg+p +ipp'+ip"<0;
firs=oc  p<0,2r-pg-q’ < 0;
fiir s = 1: p>0,2r-q +p“ < 0 (firs=1, p=0siche Hanan'* (1961), Th.2.2).

Weiter gilt fiir die spezielle Losung y = ux(.,c)
w' >0 inle,b] N J,
falls mit einer Funktion s € C3(J) in J
§>0,f=-5“+(sp) -sg >0
gilt und eine der beiden folgenden Bedingungen erfiillt ist:
(1) fi <0,/ < 0,
(2) /1 <0,D'(1.10).
Zum Beweis zeigt man mittels Fy[y](x), dass (yv*)(x) >0 in allen x € J, x > ¢, mit y’(x) = 0 gilt.

Analog erhdlt man Bedingungen dafiir, dass (yy*)(x) <0 in allen Nullstellen x von y’ in ]c,b] N J

gilt und somit sich die Nullstellen von y und y"in ]c,b] N J trennen: Fiir die reellwertige Losung y
von (L) gelte dazu mit einem s € C3(J)

§>0,f<0 und

(D) /i 20, /0> 0, Fi[yl(c) = 0 oder

(2) /i>0,D"(1.10), ¥(c) = 0.
(Zu (1) firs=1, p=0und damit f=- g, fi =0, fo=2r - ¢ siche Hanan (1961), S.937.)

Ferner gilt fiir die spezielle Losung y = u2(.,c) in Je,b] NJ yy’y* > 0, falls mit einem s € C3(J) in J
§>0,f>0,s -sp >0 und

(1) /1 <0, fo <0 oder

(2) fi<0,D'(1.10)
erfiillt ist. Zum Beweis zeigt man mittels Fi[y](x), dass aus yy’ > 0 in Jc,d] y*“(d) > 0 folgt. Speziell
fiir s = o stimmen diese Bedingungen iiberein mit denen von Satz 1.3 (1), (2) fiir reellwertiges r.

14 Maurice Hanan ist ein US-amerikanischer Mathematiker, der 1960 an der Carnegie Mellon University in
Pittsburgh promovierte.
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1.6 Weitere Bedingungen zur Nullstellenverteilung der Lo6-
sungen fir komplexwertige Koeffizienten

Weitere Kriterien iiber die Nullstellenverteilung bei den Losungen von (L) kann man in gleicher
Weise gewinnen, wenn man (L) mit sw'*) (k= 1, 2, 3) multipliziert. Integration und Ubergang zum
Realteil liefern dann die Beziehungen

(1.11)  2Re [sw’Liwldx = Giw]- I(g0|w|2+gl|w'|2+g2|w"|2)dx
-2 j (Im(sr) Im(win") + Im(sp - s Im(3w' w") ) dx

G,[w] = Re[sr|w|2 +(sp - s')|w'|2 + 2sv_v'w"} ,
g0 =Re(sr)’, g1 = Re(-s"+(sp)’-2sq), g2 =2 Re s;
(1.12)  2Re[fsw Liwldy = Hifw]- [(ho|wl +h|w] +m|w'] )dx

-2 I(Ims Im(w"' w") +Im(sq) Im(w'w") - Im(s7) 'Im(ww") ) dx

H,Tw] = Re| ~(sr)'[wf + sqwi + s + 25w |,
ho = - Re(sr)*, h1 = Re(2sr + (5q9)), ho =2 Re(s’ - 2sp);
(113)  2Re fsw™ Liwldx = Kifw] = [ (ko[ wf" o [wi + ko [w'] o ks [ )
-2 j (Im(sp) Im(w"#") + Im ((sg) '+ s7) Im(%'w") + Im(s7) "Im(wiv") ) dx

mit
K [w] = Re[(sr)"|w|2 - ((sq)'+ sr)|w'|2 + sp|w"|2 -2(sr)' ww'+ 2srww "+ 2sqw'v_v"} ,
ko = Re(sr)“’, ki = - Re((sq)’+sr), ko = Re((sp)’ + 2sq), ks =- 2 Re s.

Andere Bedingungen zur Nullstellenverteilung der Losungen fiir komplexwertige Koeffizi-
enten

Andere Koeffizientenbedingungen erhélt man, wenn man beispielsweise in der (durch Modifika-
tion von (1.11) erhaltenen) Beziehung

2Re [sw Liwldx = (A?S[w] - I(g0|w|2 } 2Re(sq)|wv|2 +g2|wn|2)dx

+ ZIRe((sp - s')vT/'w"))dx - ZIIm(sr) Im(ww")dx
mit
G [w] = Re[sr|w|2 +2SVT/'W":|

s

statt der wieder auf (1.11) filhrenden Anwendung von (1.7) auf das zweite Integral der rechten
Seite nun den Integranden folgendermaflen umformt:

Mitsp - s> = y1-yn gilt
2Re((sp - s)W'w") = 2Re(y, 0y ,w") = [ [+ | = 7w =yow']
und daher
(1.14) 2Re [sw’Liwldx = G [w] -J-(g0|w|2 - (2Re(sq)+|l//l|2)|w'|2 +(g2 - |t//2|2)|w"|2)dx
+ 2jRe((sp -s")w'w"))dx - 2j1m(sr)1m(ww')dx :

Um diese zu (L) gehorigen Beziehungen mit den entsprechenden fiir die lineare Differentialglei-
chung 2. Ordnung
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(1) vi+py+gv=0

zu vergleichen, setzt man =0 und w' =v. So bekommt man beispielsweise aus (1.11) fiir s
=A-iu (A u eR), p=0, g =q1 +ig> die modifizierte Greensche Transformierte von Beesack
(1956),S.213,und aus (1.14) firs = (1 - ip)/2 (y € R), va = 1, y1 = sp, ¢ = q1 + iq2 die Gleichung
(4) von Herold (1971), S. 292.

1.7 Weitere Bedingungen zur Nullstellenverteilung der reell-
wertigen Losungen bei reellwertigen Koeffizienten

Fiir reellwertige Koeffizienten p, ¢, » von (L) kann man zur Gewinnung von Kriterien iiber die
Nullstellenverteilung der Losungen von (L) auch noch die folgenden fiir Lésungen y von (L), ¢, d
e Jund s € CX(J) (k=2 bzw. k = 3) geltenden Beziehungen verwenden:

(1.15) y"=-py"-qy'-ry
(siehe Kim'’ (1970), L.1, L.2, und Ahmad'é, Lazer'” (1969), L.1).
Mit f:=y’ -y gilt
"_ _ +1 "_ _ + ,
(1.16) f.,. (p " W"-qf -(g+r)y
y"=-py"-qf-(g+r)y
(siehe Villari'® (1958), S.77).
Mit g =) -y’ gilt
'=-(p+Dg-(p+1+ "1y,
(1.17) g'=-(p+hg-(p q)y'-ry

m__

y"=-pg-(p+q)y'-ry.

Mit h ==y -y gilt
h' =-ph-(g+D)y'-(p+r)y,
(1.18) P (q' W'-(p+r)y
y"=-ph-qy'-(p+r)y.
Aus o-L[y] = 0 mit o= exp fpdx ergibt sich
(1.19) (oy")'=-oqy'-ory
(siehe Etgen'®, Shih?® (1973b), S. 153, Kim (1970), Cor.1).

Mit G [y] = (sp-s")y"+2sy'y" und g1 = - s* + (sp)’ - 25q (s reellwertig) gilt

(1.20) 0=2fsy'L[y]dx = Gs[y][i - T(gly%zsy"z)dx +2jsryy'dx

(fir s = 1, p = 0 und damit G [y] =2y'y*, g1 = - 2q siehe Hanan (1961), L.2.4).

Woo Jong Kim ist ein US-amerikanischer Mathematiker, der 1967 an der Carnegie Mellon University in
Pittsburgh promovierte.

Shair Ahmad ist ein US-amerikanischer Mathematiker und Professor an der University of Texas at San Antonio.
Alan Cecil Lazer (1938-2020) war ein US-amerikanischer Mathematiker und Professor an der University of
Miami.

Gaetano Villari (1923-2014) war ein italienischer Mathematiker und ordentlicher Professor an der Universitét
Florenz, der sich mit Approximationstheorie, Spezialfunktionen und gewdhnlichen Differentialgleichungen be-
fasste. Quelle: Marini, Mawhin (2014).

Garrett Jay Etgen ist ein US-amerikanischer Mathematiker, der 1964 an der Universtity of North Carolina at
Chapel Hill promovierte und Professor war an der University of Houston.

Chao-Dung Shih ist ein US-amerikanischer Mathematiker, der 1972 an der University of Houston promovierte
und sich mit gewohnlichen Differentialgleichungen befasste.
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Mit Es[y] = sy + (sp - 8")* + (sq - (sp)’ +5)y = B[y.s] und eo = - sr+ (sq)" - (sp)* + 5 = L"[s]
(s reellwertig) gilt

d d
(1.21) 0=2[sL[yldx = E|[y] — [eydx
(fir s=1 und damit Ei[y] =y +py’ +(q-p’)y, eo=-r+¢q’ - p* siche Etgen, Shih (1973b),
S. 153).

Mit E [y] = sy’ + (sp - 2s")y und e1 = - 35 + 2(sp)’ - sq gilt

d

122) B -[a(yxds -@- OEDIQ) = [E[y]

c

dx = ﬁeo(t)y(t)dzdx

- Jd-ne (.

Mit e; = 35’ - sp gilt
(1.23) [sv]! -[ex(p(odx - (d- ) E[y1(e) = [E[y] dx

= [(x-E,yNe)dx + [ [(e/(t)+(x - )ey(0)) y(t)drdx
= 3(d -V E,[¥1(0) + [((d-1)e,())+4(d - 1) e, (1)) y(t)dt .

Weitere Eigenschaften von Losungen
Mittels der in den Abschnitten 1.2 und 1.6 definierten Operatoren Fy, G, Hs, K lassen sich auch
hinreichende Bedingungen dafiir herleiten, dass
e fiir jede in J = [a,b[ oszillatorische (nichttriviale) Losung y von (L) der Grenzwert
EE} y(j ) ( x)
der j-ten Ableitung nicht existiert (j € {0,1,2}; siche etwa Lazer (1966), L.1.4, und die Beweise
von Gregus?! (1963), Satz 3 und Lazer (1966), Th.3.6),
e fiir jede in J = [a,b[ oszillatorische Losung y von (L) die j-te Ableitung
) in J = [a,b[ beschrinkt
ist (j € {0,1}; siche etwa Lazer (1966), L.1.4 und L.2.3),
e fiir die Losung y von (L) die j-te Ableitung
W in J = [a,b[ quadratisch integrierbar
st (j € {0,1,2,3}; siche etwa die Beweise von Lazer (1966) fiir Th.2.4 und Th.3.6) oder
e fiir die Losung y von (L) der Grenzwert der j-ten Ableitung gleich Null ist:
li_I)ny(”(x) =0
(j € {0,1,2}; siche etwa die Beweise von Lazer (1966) fiir Th.2.4 und Th.3.6). Beim Beweis

von Lazers Th.3.6 wird speziell fiir s=1, p=0 und damit Fi[y] =y?- ¢ - 2", Ei[y]
=y” + gy noch die folgende Beziehung verwendet:

(1.24) sy? =Fyy] + (ZES[y] +(-s"+ (sp)'- sq)y)-y )

2" Michal Gregus (1926-2002) war ein slowakischer Mathematiker und Professor an der Universitit Bratislava, der

sich mit Differentialgleichungen héherer Ordnung beschéftigte.



2 Beziehungen zwischen der linearen Differentialglei-
chung dritter Ordnung (L) und ihrer Adjungierten (L*)

Im engen Zusammenhang mit der homogenen linearen Differentialgleichung 3. Ordnung

L) Lyl =y"" +py* +qy +ry=0
(p, q, r reellwertig und stetig im Intervall J C R) steht die dazu adjungierte Differentialgleichung
(L% Lz]= (Dz[z])' -1z =((2’-pz)’ +qz) -rz=0

mit den verallgemeinerten Ableitungen

D'[z]=2z-pz und

D[z] = (D'[2]) + ¢z
von z (siehe Barrett (1964), S. 254, und fiir die Dgl. n-ter Ordnung Hinton (1966)). Im Spezialfall
p € CXJ), g € C'(J) erhilt man fiir z € C*(J) den klassischen adjungierten Differentialoperator

L'[z] = z" - (p2)“ + (gz)’ - rz
=z" +Pz"+Qz' +Rz=: L*[z]
mitP=-p, 0=q-2p’,R=-r+¢q’ - p*“von Lagrange (1766). In diesem Falle ist L** = L.
In diesem und in allen weiteren Kapiteln seien die Losungen von (L) und (L") stets reellwertig. Es
seien S und S* die Losungsrdume von (L) bzw. (L"), d. h.

S={ye CW): L[y] =0inJ},
={ze C'(J) : D'[z] € C'(J), D’[z] € C'(J), L'[z] =0inJ}.

2.1 Die Bilinearform B des Raumpaars (S,5*)

Allgemeiner ist der zum Differentialoperator
Lyl =s-Lly]=sy" +spy" +sqy' +sry
adjungierte Differentialoperator L![z] gegeben durch
L[z] = (Di[2])' - rD}[2]

mit den verallgemeinerten Ableitungen
D![z] = sz,

D![z] = (D![z])'- pD![=],
D[z] = (Di[2])+qD}[z].

Denn firy € C'(J),s e C'(J) undz € C'(J) mit D'[z], D*[z] € C'(J) giltinJ
JyLi[z1dx = By[y.z] - JzLy[y)dx

mit

By,z] = D (-1 y* Dl 2]

k=0
=y“sz-y*D)[z] +yD}[z] .
Wegen Df[z] = D*[sz] (k=0, 1, 2) gilt L'[z] = L*[sz] und B,[y,z] = B[y,sz].
Fiir x, xo € Jund Losungeny € S,z € S" ist
210 = BDhzleo) + [ (yLiz)+ 2L, )ar >

Xo

25
R. Pleier, Nullstellenverteilung der Losungen der homogenen linearen Differentialgleichung 3. Ordnung (Distribution of the zeros of solutions of the
ordinary linear differential equation of third order), D-92694 Etzenricht, 1979/2020
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= Bs[y>Z](x0)

konstant fiir alle x € J. Da die Ableitungen y® linear von y abhingen und die verallgemeinerten

Ableitungen p'[] linear von z abhéngen, ist auch B[y,z] bei festem z linear von y und bei festem y

linear von z abhéngig.
Speziell fiir s = 1 liefert der Ausdruck

2
Blyz] =Bilyz] = ;(-1)"y<“>df[z]

~z- y' Dlz] +y D12
eine Bilinearform B : § x §* — R des Raumpaars (S,S").

2.2 Eigenschaften der speziellen Losungen , (.., und .. ( .,

Sind 4 (.,x,) und u;(.,xo) fiirxo € J,j =0, 1, 2, die speziellen Losungen von (L) bzw. (L") mit den
Anfangsbedingungen

P (x,,%,) =8y bzw. Dul1(xp,%,) = Sy (k,j=0,1,2)
(wobei P (x,0) = ai_ku"(x’t)’ Dk[uj.](x,t) = D" [uj.(.,t)](x) und s das Kronecker-Symbol' ist),

so gilt zwischen diesen speziellen Losungen ,, (.,7) und «; (., x) die Beziehung

(2.1) “;k)(xat) = (-D"'D>ui Nt.x) xtel;kj=0,1,2).

Denn es ist fiiry = u(,f)undz = 4, ; (., x)

t

0 = [(yL'21+ L) @)dr = Bly,z]]

= (D D) - (.
Beispielsweise ergibt sich fiir j = 2, k£ = 0 die Eigenschaft
u2(X,t) = u;(t,x) -
Eine iibersichtliche Aufstellung der verschiedenen Fille der Formel (2.1) gibt die folgende Tabelle
2.1.

Tab.2.1 Ubereinstimmung bestimmter Ableitungen bzw. verallgemeinerter Ableitungen der speziellen Lésungen .
u,(x,2)-und u (z,x)

G, = (DD 1(6x) (k= 0,1,2)
N k=0 k=1 k=2
1
i=0| wxt)=u(x) w'(X,1) = - u; (t,x) w"(6,0) = u; (1,x)
i=1] -t = D'[ul](tx) -w1'(X,0) = - D'[u) 1(t,x) - u1"(%,0) = D'[u; (1, x)
i=2 1 uo(xt)= D[ui](t,x) uo'(X,1) = = D>[u;1(t,x) uo"(x,8) = D>[u; (1, x)

Man vergleiche hierzu bei Barrett (1969), S. 438, L.2.9, dessen Beziehung (2.19)

' Das Kronecker-Symbol (Kronecker-8, Kroneckerscher 5-Operator; &; = 1 fiir k= j und &, = 0 fiir k # ;) ist benannt
nach dem deutschen Mathematiker Leopold Kronecker (1823—1891).
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Day(e.) = (-1 Dy w5, 1(2,%)
fur Lésungen von (E3) und (E; ) und damit insbesondere auch fiir Lésungen von
(L) Lyl =(oy") +ogy’+ory

=(oy" +py) +(oq-p)y’ =0
und
(v ) L:[z] =(p2[z1) -roz

= ((cyz')'+ (oq - p)z)'+ pz' =0
(o(x) =exp fpdx, p(x) =exp J ordx), wobei dann
Doy=y,Diy=y',Dy=o0y" + py,
Dz =z= éDﬁ[z] , D'z =0Z' =p'z], piz =(D 2) *+(0g-p)z =

ist (siehe auch Dolan? (1970), S. 370, 371).

2

Knoxville promovierte.

D2[z] - P2

James Michael Dolan ist ein US-amerikanischer Mathematiker, der 1967 an der University of Tennessee in
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2.3 Das skalare Produkt B des dualen Raumpaars (S,5*;B)

Die Bilinearform B besitzt noch zwei Eigenschaften, die eine Abschwéichung der positiven Defi-
nitheit (B[y,y] =0 und B[y,y] =0 = y=0) des skalaren Produkts eines euklidischen Vektorraums
darstellen:

1) Aus B[y,z] =0 fiir alle y € S folgt z=0;

2) Aus B[y,z] =0 fiir alle z € S* folgt y = 0.

Da die Bilinearform B des Raumpaars (S,S") diese beiden Eigenschaften besitzt, ist (S,5";B) ein du-
ales Raumpaar mit dem die Dualitiit bestimmenden skalaren Produkt (Skalarprodukt) B.3

Die Losungen y € S, z € §* heiBen orthogonal (y L z), wenn ihr Skalarprodukt gleich Null ist:
Bly,z] =0.

Beweis: 1) Aus B[y,z] =0 fiir alle y € S folgt unter Verwendung der speziellen Losung y = Uz(.,)q))
mit y(xo) = y*(x0) = 0 und y*“(x0) = 1 die Gleichung
0 = Bly,z](x0) = y"“(x0)z(x0) - y*(x0) D![z] (X0) + ¥(x0) D2[z] = z(x0),

also der Wert z(xo) = 0. Ebenso folgt mit y = Ml(-,XO) der Wert p'[z] (x0) =0 und mit y = MO(-,XO) der
Wert p2[z](x0) = 0. Aufgrund dieser Anfangswerte ist z =0 die triviale Losung von (L").

2) Aus B[y,z] = 0 fiir alle z € S* folgen unter sukzessiver Verwendung der speziellen Lésungen z

= u; (X)) (=2, 1, 0) fiir y die Anfangswerte y(xo) = y*(x0) = y*“(x0) = 0, also y = 0. O

3 Die Definition eines skalaren Produkts fiir ein duales Raumpaar und die Definition der Orthogonalitit findet man bei

Kowalsky (1967), S. 251, 254.
28
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2.4 Definition der Klassen ¢/, C;, K,, K, mit den speziellen
Losungen u,(.,¢) und u;(.7)

Fiir viele Aussagen iiber die Losungen der Differentialgleichungen (L) bzw. (L") geniigt es an Stelle
von Bedingungen an die Koeffizienten p, g, r vorauszusetzen, dass die Differentialgleichung zu ei-
ner gewissen Klasse gehort, was heillen soll, dass bei bestimmten Losungen und deren (verall-
gemeinerten) Ableitungen gewisse Nullstellenkonfigurationen nicht auftreten. Viele Sitze in der Li-
teratur (Hinweise siehe Abschnitt 2.5) lassen sich nun dadurch verallgemeinern, indem man die
speziellen Koeffizientenbedingungen durch die Voraussetzung ersetzt, dass die Differentialglei-
chung zu einer dieser Klassen gehort. Koeffizientenbedingungen fiir die Zugehorigkeit der Diffe-
rentialgleichung zu einer dieser Klassen lassen sich mittels der in Kapitel 1 dargestellten Methoden
herleiten.

Definition von Klassen von Differentialgleichungen durch die Nullstellenfreiheit der Losungen
u2(.,1) bZW. 4 7 (1)
Die Differentialgleichung (L) gehort im Intervall J zur Klasse ¢! (L € ¢} () ) genau dann, wenn
-Dfu®(x,r) >0 firallex, e Jmitx <t
gilt (ke {0,1,2,3}). Die Differentialgleichung (L) gehort im Intervall J zur Klasse ¢
(L € ¢ k(J)) genau dann, wenn
ut(x,0) >0 firallex, t € Jmitx>¢
gilt (k € {0, 1, 2, 3}).
Fiir die Differentialgleichung (L") soll analog L™ € ¢ *+ (J) bzw. L" € ¢ ¢+ (J) bedeuten, dass
(-)*D*[ui](x,t) >0 firallex, e Jmitx <t bzw.
D*[uil(x,t) >0 firallex, r € Jmitx > ¢
gilt (k € {0, 1, 2}).
Ferner bedeute L € x, (s) (bzw. L € x (7)), dass fiir jedes ¢ € J die Losung
U, (-,?) keine einfache Nullstelle x € J mit x < ¢ (bzw. x > 1)
besitzt. Und L" € k (s) (bzw. L™ € g (s) ) bedeute, dass fiir jedes ¢ € J die Losung
u; (.,t) keine einfache Nullstelle x € J mit x <7 (bzw. x > 1)
aufweist.

2.5 Eigenschaften der Klassen

Eigenschaften dieser oben definierten Klassen lassen sich darstellen hinsichtlich der

e Existenz von speziellen Fundamentalsystemen
(siehe Kim (1970), Th.7, und Etgen, Shih (1973b), Th.3 (mit speziellen Koeffizientenbedingun-
gen), Coppel (1971), S. 93, L.6, Jones (1973b), Th.1, 2, 3, 4),

e Aufstellung eines Vergleichssatzes, in dem fiir (L) und eine durch Abénderung der Koeffizienten
aus (L) erhaltene Differentialgleichung (L ) Losungen mit gleichen Anfangswertbedingungen
verglichen werden
(siehe Birkhoff (1911), S. 123, 117 fiir Ky und Ki, Hanan (1961), Th.3.10 fiir (),

e Trennung der Nullstellen zweier Losungen
(siehe Kim (1970), Th.5, Lazer (1966), Th.2.5, Th.2.3, L.1.2, Hanan (1961), Th.3.1, Th.4.1,
Th.5.9),

29
R. Pleier, Nullstellenverteilung der Losungen der homogenen linearen Differentialgleichung 3. Ordnung (Distribution of the zeros of solutions of the
ordinary linear differential equation of third order), D-92694 Etzenricht, 1979/2020
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e Charakterisierung der nichtoszillatorischen Losungen fiir L € qk [a,b] (k=0,1, 2, 3) bzw.

Lte CFnCY [ab[ (k=0, 1,2)
(siehe Svec (1957), Th.2, Villari (1958), Lazer (1966), Th.1.2, L.1.2%, Hanan (1961), Th.3.4),

e Charakterisierung des asymptotischen Verhaltens der nichtoszillatorischen Losungen fiir
Le G'ap[ (k=0,1,2)

(siehe Dolan, Klaasen (1975b), S. 268),

* Existenz von nullstellenfreien und monotonen Lésungen 5
(siehe Svec (1965a), Th.3, Jones (1973b), S.508, Lazer (1966), Th.1.1, Svec (1965b), Satz 1, 2,
3,4,5),

e Charakterisierung aller in J = [a,b[ stark oszillatorischen zweidimensionalen Unterrdume von S
(bzw. §*) als die orthogonalen Komplemente der nichtoszillatorischen Losungen von (L") im
Falle von L € Cu[a,b[ (bzw. von (L) im Falle von L € Ci[a,b]),

e Beziehungen zwischen den Strukturen der Mengen N und N* der nichtoszillatorischen Losungen

von (L) bzw. (E)
(Ahmad (1974), Th.3.1, Ahmad, Benharbit (1975); im Falle L € Ci[a,b[ folgt aus No = [y0] auch
N =5\S8).

Eigenschaften der Klassen K und Ky werden in Kapitel 4 untersucht.

Fiir die Klassen gelten die Inklusionen

GcGcGecGck, O'cKk/,
GcGecGecGeKy, G cKky.

Dabei sind C? = und Cﬁ = ( die von Hanan (1961) definierten Klassen. Im Falle L € Ki(J)

(bzw. L € Ku(J)) heifit bei Birkhoff (1911) das Intervall J ein fiir (L) reguléres Intervall zweiter
(bzw. erster) Art.

2.5.1 Notwendige Bedingung fiir die Klassen C’(J) und C,(J)

Eine notwendige Bedingung fiir die Klassenzugehorigkeit L e q DL e Cf (J)) ist
p<0 (@=>0)inJ
Denn aus L € Ci(J) folgt uzm (x,t) > 0 fiir x > ¢, wegen der Stetigkeit von uzm(.,.) dann uzm(t,t) >0
und mit
0= Lu,(ONO) = w,"t0) +p(o)1
schlieBlich p(f) = - u," (¢,¢) < 0 fiir jedes ¢ € J.

2.5.2 Charakterisierung der Klassen C/(J) und C;(J) durch die Lésungen u; von
(L*) und der Klassen (/) und C;"(J) durch die Lésungen u, von (L)

Nach der Formel (2.1) bzw. Tabelle 2.1 von Abschnitt 2.2 zwischen den speziellen Losungen
u j(-,f) und u;(.,x) lassen sich fiir k=0, 1, 2 die Klassenzugehorigkeiten auch mit den Losungen

der adjungierten Differentialgleichung charakterisieren (x, ¢ € J):
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(2.2) Charakterisierung der Klassen durch Losungen der adjungierten Differentialgleichung
Le GW) Le GU) o () >0 firx>r (D, (o0 >0 fiirx<o;
L'eCGU) We i) e () >0firx>r ((-D'u,(60) >0 firx <.

2.5.3 Wechselbeziehungen zwischen den Klassen von (L) und denen von (L)

Nach den oben angegebenen Charakterisierungen erhilt man flir ein beliebiges Intervall J insbe-

sondere (fiir k=0 wegen % (X%,f) = u,(¢,x)) die folgenden Aquivalenzen der Klassenzugehorig-
keiten hinsichtlich Ci(J), Cn(J), C; (J), Cy; (J) (siehe Hanan (1961), L.2.9). AuBerdem erhilt man
fiir das offene Intervall J = ]a,b[ die Aquivalenzen hinsichtlich Ki(J), Ku(J), K| (J), K (J).

(2.3) Aquivalenzen fiir die Klassenzugehéorigkeiten

LeGU) bzw.Le G(J))) oL e Cy ) (bzw.L* e C| ().
L € Kila,b[ (bzw. L € Kula,b[) & L' € Kﬁ la,b] (bzw. L' € K; la,bl).

Denn ist etwa L ¢ Ki]a,b[, dann gibt es x, ¢ € Ja,b[ mit x <t und 0> u,(x,?) = Lg(t,X), sodass

L'¢ K ﬂ Ja,b[ folgt. Dass diese Aquivalenzen der Klassenzugehdrigkeiten fiir ein beliebiges In-

tervall J nicht richtig sind, wird durch Beispiele von Integralkurven in der Abbildung 3.10 in Ab-
schnitt 3.1.9 belegt. Beispielsweise kann fiir den Fall L € Ki([a,b]) eine Integralkurve angegeben
werden, fiir die am Kurvenende eine Doppeltangente ohne Doppelpunkt auftritt und somit

L" ¢ K (a,b]) gilt.

(2.4) Zugehorigkeit zu den Klassen K1, K, K 1+ , K an den Intervallgrenzen

Fiir ¢, d € Jmit ¢ <d gilt:
a) 1) Aus L € Kile,d[ folgt L € Ki]c,d].
2) Aus L € Kie,d| folgt L € Ku[c,d|.

b) )Aus L' € K| Je,d[ folgt L* € K| Je,d].
2)Aus L' e K| Jed] folgt L' e Ky [c,d].

Beweis: Zur Begriindung von a, 1) etwa nimmt man an, dass die Losung u2(.,d) eine einfache Null-
stelle und damit Vorzeichenwechselstelle xo € Jc,d[ besitzt. Wenn xo o. E. die groBte* Vorzeichen-

wechselstelle in Jc,d[ ist, dann gibt es ein x1 € Jc,xo[ mit u;(d,xl)zuz(xl,@ < 0. Wegen der Ste-
tigkeit der Losung 1 (.,%) an der Stelle = d gibt es 0 > 0, sodass
(X)) <0 in |d-0,d[ C Jx1,d[.
Wihlt man ein ¢; € |d-0,d[ C x1,d[C ]c,d][, so ist
ux(x1,t1) = U;(fpxl) <0.
Dabher hat fiir dieses #1 € ]c,d[ auch die Losung ux(.,#1), eine Vorzeichenwechselstelle und somit ein-

fache Nullstelle x> € ]x1,t1[ C Je,t1[, im Widerspruch zu L € Ki]c,d[. Also besitzt auch ua(.,d) keine
einfache Nullstelle in Jc,d[ und es gilt insgesamt L € Kic,d]. O

4 Bine Begriindung dafiir, dass im abgeschlossenen Intervall [c,d] nur endlich viele Nullstellen und damit nur endlich

viele einfache Nullstellen einer nichttrivialen Losung auftreten, wird in einer FuBinote von Abschnitt 4.5 gegeben.
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2.6 Wechselbeziehungen zwischen den Lésungen von (L) und
(L)

Zu zwei beliebigen Losungen y1, y> € S ldsst sich auch eine Losung z € §* konstruieren: Denn mit
o(x) = exp fp(x)dx und der Wronski-Determinante?

Wiyl =

yl' yz' =y’ - yi‘y

Yoo M

der beiden Funktionen y1, y> gilt fiir die damit definierte Funktion
z:= oMl = a2’ - y192)

zunachst
Dlz] =z -pz=0Wyiy]+ c(Wye)) - poWlyie]
=o-(Wyip2l) = o-(y2” - y17y2)

- 5. M Nl _| N Y2
"' lon" ox
Z' = D[Z]—i—pz
- G. yl” y2" +po- yl' y2| 4
D 2 o I
(O_yj“)c — pr] H+ (7)/] mo_ 'O-qyj"mj (y] c S, yj m_+_ pyl " o_ qy]c _ ryj),
(DI[Z])’ _| N Y2 Y1 Y2 ‘
O-yl n o_y2" (o_yl ")' (G’)/2 ")V
= G yl :l yz"' - Gq yl' yz'
DI 2 N 0

=o Wiyl -qz,
D[zl  =(Dzly +qz= oWy,
(DLzly =po Wiy 21+ o - (Wi p2°1)’

< I3 y y m 113 13
=pocWhi'yl+o|”! 77 0ieS y,"=-py“-qy -y
»w" oy,
»' '
=opWhi'»lto . ”
Py, ryy =Py, Y,

'

noy
Y W

L' =Dy -r=z=0

und somitz € S*.

=-o0or =+rz,

5 Die Wronski-Determinante ist nach dem polnischen Mathematiker Josef Hoéné-Wronski (1776—-1853) benannt, der

diese Determinante im Jahr 1821 eingefiihrt hat.
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AuBlerdem gilt noch die Beziehung

cWn“yn] =o M Y2
-qy -y, -qy, -1y,
”n " /4 n
-_qo Yoo Yl et 2
yl' y2' Vo W
—+¢D[z] +rDz].

Falls fiir zwei Losungen y1, y2 € S die Determinante W[y1,)2] =z/c in einem Teilintervall von J
identisch 0 ist, sind in diesem Teilintervall auch z, z', D'[z], (D'[z])‘, D*[z] identisch 0, sodass mit-
tels des Existenz- und Einzigkeitssatzes fiir (L") folgt, dass z = 0 und W[y1,)2] =0 im gesamten In-
tervall J gilt.

Weiter wird jetzt eine Charakterisierung der linearen Unabhéngigkeit von zwei Losungen ), ),

von (L) bewiesen:

Fiir zwei Losungen ), und ), von (L) gilt Wy1,52] =0 in J genau dann, wenn y1, y2 (in J) linear
abhéngig sind.

Beweis: ,,<*: Falls y> = Ay1 in J gilt mit A € R (der Fall y1 = w2, u € R, wird analog behandelt), so
ist

Wyiya2] = AW[y1y1] =0 in J.
=1 Es seien y1 und y» Losungen von (L) mit W[y1,y2] = 0 in J. Falls y; oder y» die triviale Losung
von (L) ist, so sind y1, y> linear abhingig. Ist jetzt also o. E. y1 # 0 in J, so ist wegen der Stetigkeit
von yi in einem Teilintervall J* C J y1 # 0. Fiir die Hilfsfunktion % := y»/y1 gilt dann in J*

W =2y1 -y )2 = Wiy lin? =0
und damit 2 =1 € R, y» = Ay1, y2’= Ay1” und 2= Ay1” in J*. Aufgrund des Existenz- und Einzig-
keitssatzes fiir (L) folgt dann, dass y» = Ay1 in ganz J gilt und y1, y> linear abhéngig sind. O

Ist neben den beiden Funktionen yi, y» € C(J) noch eine dritte Funktion v € C2(J) gegeben, so be-
kommt man fiir die Wronski-Determinante

v. N N
Wlvyipal =V »' »n'
v Y " Y, "
der drei Funktionen v, y1, y> durch Entwicklung nach der ersten Spalte mit z := o Myl
GW[V,yl,y2] = ov yln y2” -O_V’ yln y2" +GV“ yl' yz'
N Y2 N Y2 N N
=+ D - v DIz] + vz
= B[v,z],

also

(2.5) o W[vyya] = Blv,z] fiirz :== o WDi,)5l.
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Aus dieser Beziehung (2.5) ergibt sich, dass das zu den beiden Losungen y1, y> € S konstruierte
z € §*orthogonal zu y1 und y» (B[y;,z] =0, j = 1, 2) und damit orthogonal zu dem von y; und y» auf-
gespannten Unterraum [y1,)2] ist:

z:= ch[yl,yg] € [iy2]*.

Analog zur oben angegebenen Aussage fiir zwei Losungen y1, y2 € S ldsst sich auch zu zwei be-
liebigen Losungen z1, z2 € S* eine dazu orthogonale Losung y € S konstruieren: Fiir die Losungen z;
gilt z;, D'[zj], D*[z/] € C'(J)und L™[z] =0 (j = 1, 2). Fiir die damit definierte Funktion

1 1 L 1| % Z, 1
y=—W'z,z,]=| o c | =—|, , = —Wlz,z,]
° D'z) D'z] ChAPa 2Pl @
gilt aufgrund der Beziehungen
(lzj = -£z.+lz.' ZLDI[ZJ'],
o’ c’ o' o
(Dlz]) = Dz]-¢,
' D'[z] DY z.] =z,
(iDl[zj]j = 2p e L'z ) = - p— L+ —L g,
c c c o} o o
(DZ[Z/]) =L'[z] +rzi=rz (zeS,j=1,2)
fiir die Ableitungen
3) ()] | & z a &
v =|leo c)|t| o o |=0+| o o |
D'[z,] D'[z,] (D'[z)' (D[] D[z] D[z,]
) (a)| | & A
' =\o c)|tT| o o) (z1,22€ S
DZ[ZI] Dz[zz] (DZ[Z1])' (Dz[Zz])'
Dlz] Dlz] |z =| |[Diz] Diz]
= o c |tlo o|l=| o o |10,
D[z] D[z] |z 1z |D'[z] D'[z]
Dl[zl] Dl[zz] D'[z] D'[z,]
y"= o o + o} o)
Dlz] DIzl | [(PaD D=
D'[z] D'z z oz | [Pzl Dz
=-p| o c |t0-q| o o |trl o o
Dz[zl] Dz[zz] D2[Zl] Dz[zz] Z 2
=-py'-qy -1y

und somit y € S.

AuBerdem gelten noch die Beziehungen

= éW[DI[ZI],DI[ZZ]] -qy
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und

~w [D[z1. D] =1y’ (z1,22 € S,

Falls W|z1,z2] = oy in einem Teilintervall von J identisch verschwindet, sind in diesem Teilintervall
auch y, y* und y* identisch Null, sodass mittels des Existenz- und Einzigkeitssatzes fiir (L) folgt,
dass y =0 und W|[z1,z2] =0 inJ gilt.

Fiir die Lésungen Z, und z, von (L") gilt W[ Z,,2,] =0 in J genau dann, wenn Z, , Z, (inJ) linear
abhingig sind.

Der Beweis stimmt iiberein mit dem obigen Beweis fiir y1, y> € S.

Ist neben den beiden Funktionen zi,z2 € C'(J) mit D![z1], D'[z2] € C'(J) noch die Funktion
v e CY(J) mit D'[v] € C'(J) gegeben, so bekommt man fiir die verallgemeinerte Wronski-Deter-
minante

Z, Z, v
wlz,50] = |DMz] Diz] D]
D'[z] D[z] D'D]
der drei Funktionen Z,, Z,, v durch Entwicklung nach der dritten Spalte und Verwendung der oben
hergeleiteten Beziehungen fiir y* und y* die Beziehung

(2.6) LW lziz0] =y -y DV] +y DY) = Blyo] fiir y = lW*[Zl,zz]-
(o) (o)
Aus dieser Beziehung (2.6) ergibt sich, dass das zu den beiden Losungen zi, z2 € S* konstruierte

vy € § orthogonal zu z; und z2 (B[y.,z;]] =0, j =1, 2) und damit orthogonal zu dem von z; und z; auf-
gespannten Unterraum [z1,z2] ist:

y = lWJr[zl,zz] € [z1,22]*.
(o}

2.6.1 Wechselbeziehungen zwischen den speziellen Lésungen uj(.,c) und u;(.,c)

Fiir die speziellen Losungen u; = u;(.,c) von (L) und uj = u;(.,c) von (L") (c € J,j=0, 1, 2) folgen

auf Grund der Anfangsbedingungen bei x =c¢ mit o(x) = expf p(t)dt die nachstehenden Bezie-

hungen:
u, =oWlu,,u,], u =oWluy,u,], u, =oWlu,y,u,l,
(27) 1 + o+ 1 + o+ 1 + o+
u, =—Wwlu, ,u,l, u, =—Wlu, ,u, |, u, =—Wlu,,u, .
c o o

Beweis: Beispielsweise hat die Losung z := o W[ui,uz2] € S* wegen uz(c) = u2‘(c) = 0 den Wert

Z(C) — G(C) ul(c) uZ(C)

u,'(c)  uy'(c)

wegen u1(c) = uz(c) = 0 den Wert
DI = ofe) ) )

ul H(c) u2 H(C)

2
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und wegen o(c) =1, u1‘(c) = u2“(c) = 1, u1*“(c) = u2‘(c) = 0 den Wert
Dz[Z](C) — G(C) u, '(C) U, '(C)

u"(c) u,"(c)

Aufgrund dieser Anfangsbedingungen stimmen also nach dem Existenz- und Einzigkeitssatz fiir

=1.

(L") die Losungen z und 4, iiberein. O

2.6.2 Adjungierte Fundamentalsysteme bzw. duale Basen

Fiir Vektoren ¢ = (c1,c2,¢3), d = (d1,d>,d3) € R? sei im Folgenden
3
cd= Zc_/d . €eR
Jj=1

das Standardskalarprodukt (kanonische Skalarprodukt) und

el e2 e3
cxd=|¢ ¢ ¢ =(cds- cadh,-(c1ds - c3dh),c1da - cad) € R3
dl d2 d3

das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) der Vektoren, wobei e; = (1,0,0), e2=(0,1,0), e3=(0,0,1) die
Standardbasis (kanonische Basis) des R ist.

Fiir ein Fundamentalsystem y = (y1,)2,y3) von (L) erfiillt die zugehorige von Null verschiedene
Wronski-Determinante
N N N y

Wyl = Wiyiaps] = det(A ) = (0" »' »' =y

n

yl y2 n y3 n y
(G=1,2,3;k=0,1, 2) die homogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung
(Wlyl)’ = - pWlyl,

sodass

/4
W1yl = y-exp(-Jpdx) =
o(x)
mit einem reellen y # 0 und o(x) = exp [p(x)dx gilt (Formel von Liouville).

Analog ist flir ein Fundamentalsystem z = (z1,22,z3) von (L") die zugehorige von Null verschiedene
verallgemeinerte Wronski-Determinante

z
Wlz] = W'z1,22,23] = det(D'[z,]) = | D'[2]
D[z]
(j=1,2,3;k=0, 1, 2) eine Losung der Differentialgleichung
(W'[z]) = pWz],

sodass
W*z] = 5-exppdx = 6-0(x)
mit einem reellen 6 # 0 gilt.

Ist y = (y1,02,3) ein Fundamentalsystem von (L), dann ist das dazu mittels des Vektorprodukts ge-
bildete Tripel

¢ Die Liouvillesche Formel ist benannt nach dem franzésischen Mathematiker Joseph Liouville (1809-1882), der

diese Formel 1838 gleichzeitig mit dem ukrainisch-russischen Mathematiker Michail Wassiljewitsch Ostrogradski
(1801-1860) fand.
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(2.8) z

_ Ly (W[yz,yd W] W[yl,yz]j
Wly] Wiyl = Wiyl = Wly]

nach obigen Betrachtungen zunéchst ein Tripel von Losungen von (L*) und dann nach der Cramer-
schen Regel’ oder nach den fiir das Spatprodukt (gemischte Produkt)

b b, b
b-(exd)=|¢ ¢ ¢
dl dZ d3

geltenden Determinanten-Rechenregeln auch eine Losung des linearen Gleichungssystems
(2.9) yz=0,y'z=0,y"z=1.
Beispielsweise erhidlt man die dritte Gleichung folgendermal3en:

n " n

i W ) L)
v'z=y*“ ——(yxy)=——» ¥, »|=1
Wiyl wiyl"', 7t
o V3

m

Aus (2.9) folgt wegen y

y "oy =_ p.
Durch Differentiation von (2.9) bekommt man

=-py“-qy‘-rynoch

(2.10) yz' =0,y'z'=-1,y"z' =p.

Aus (2.9) und (2.10) folgt fiir D'[z] = z'- pz

(2.11) yD'[z] =0, y' D'[z] =-1, y"D'[z] =0
und daraus

y" D'[z] = (-py“-qy -ry)D'[z] =¢.
Differentiation von (2.11) liefert

(2.12) y(D'[z]) =1, y'(D'[z] ) =0, y"(D'[z] ) =- 4.
Aus (2.9) und (2.12) folgt fir D*[z] = (D'[z]) + gz
(2.13) y D’[z] =1, y' D’[z] =0, y" D’[z] =0.

Aus (2.9), (2.11) und (2.13) ergibt sich fiir die Vektoren y*® und D"[z] die folgende Multiplika-
tionstabelle.

Tab.2.2 Die Multiplikationstabelle mit den Skalarprodukten der Vektoren y® und D"[z]

Z Dl z] DYz]
y| 0 0 1
(2.14) % 5 5
vl 0 0

Aus dieser erhilt man unter Verwendung der Aussage, dass die Determinante einer Matrix und die
Determinante ihrer Transponierten iibereinstimmen, und mittels des Produktsatzes fiir Deter-
minanten, wonach die Determinante eines Matrizenprodukts gleich dem Produkt der Determinanten
der Matrizen ist, die Gleichung

7 Die Cramersche Regel ist benannt nach dem Genfer Mathematiker Gabriel Cramer (1704-1752), der sie 1750
verdffentlichte. Sie ist jedoch bereits 1678 in einem Manuskript von Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) zu
finden.
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y
Myl Wizl =|y|z" Dlzl" D]'|
y"
y
= det| | y' (ZT D'[z]" DZ[Z]T)
y"
0 0 1
=10 -1 0 =1
1 0 0
und daher die Beziehung
. 1
(2.15) W*[z] = T £0

Das oben aus y gebildete Tripel z ist wegen W'[z] # 0 somit ein Fundamentalsystem von (L"). Au-
Berdem erhélt man fiir die beiden Fundamentalsysteme y und z mittels der Formel (2.5) von Ab-
schnitt 2.6 fiir v=y; und z =zx = W[yr+1,yx+2]/W]y] fiir die modulo 3 angegebenen Indizes j, k =
1, 2, 3 das Skalarprodukt:

(2.16) Blyjze] = Wlyjyeayinl WLy 1= 6, .
Man bezeichnet daher z als das zu y adjungierte Fundamentalsystem oder z als die (eindeutig

bestimmte) duale Basis® zu y. Fiir L' = L* siehe Birkhoff (1911), S. 106; fiir die entsprechende
Aussage bei der Differentialgleichung n-ter Ordnung siehe Schlesinger® (1895), S. 62—64.

Beispielsweise gehort zum speziellen Fundamentalsystem von S bzw. zur speziellen S-Basis

uo(.,x0), u1(.,xo0), u2(.,x0) € S (xo €J)
die duale S*-Basis
u;('ﬂxo) [ u;('ﬂxo) ’ u(;r('axo) € S+

Sind y und z zueinander duale Basen, so berechnet sich fiir beliebige Losungen
y=cyeS z=dze S
mit den Koordinatentripeln ¢ =(¢,,c,,c;), d =(d,,d,,d,) das Skalarprodukt aus den Koordinaten

zu
3 3 3
Bly,z] = > ¢ diBly.z] = D ¢did,, =} cd; =ed,
Jok=1 Jok=1 Jj=
also
2.17) Bly,z] =c-d.

Dies bedeutet, dass die dualen Raumpaare (S,5";B8) und (R*R?;-) zueinander isomorph sind.
Fiir eine Teilmenge 7 von S ist im dualen Raum S* das orthogonale Komplement'® 7" C S§* defi-

niert durch die Menge allerz € S, die zu allen y in T orthogonal sind:
T ={zeS :B[yz]=0firalley € S}

Die Definition der dualen Basis bei einem dualen Raumpaar findet man bei Kowalsky (1967), S. 254.

Ludwig Schlesinger (1864—1933) war ein slowakisch-ungarisch-deutscher Mathematiker jiidischer Abstammung. Er
befasste sich mit linearen gewdhnlichen Differentialgleichungen und Differentialgeometrie und war Professor an
den Universitdten Berlin, Bonn, Klausenburg, Budapest und Giefen.

Die Definition des orthogonalen Komplements bei einem dualen Raumpaar findet man bei Kowalsky (1967), S. 254.
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={z=dze S :ed=0fiirallec € R® mity=cy e T},
wobei y, z zueinander duale Basen von S und S* sind. Entsprechend ist das orthogonale Komple-
ment einer Teilmenge von S* definiert. Wird fiir eine Teilmenge T'C S (bzw. T'C S*) mit [T] =1lin T
die lineare Hiille von T bezeichnet,
[T] =linT:={Ay:yeT,AeR},
so gilt 7+ =[T]*.

Day die Losung des linearen Gleichungssystems
(2.18) yz =0, yD'[z] =0, yD’[z] =1
ist, bekommt man (nach der Cramerschen Regel bzw. der Determinantenmethode zur theoretischen

Losung eines linearen Gleichungssystems) umgekehrt aus dem Fundamentalsystem z auch wieder
das Fundamentalsystem y:

ZXZ,:[W[Z2,Z3]’_W[zl,z3]’W[zl,zz]j.
wiz] = wilz] = W'lz]

(2.19) =

Analog kann man auch ausgehend von einem Fundamentalsystem z von (L") fiir das durch (2.19)
definierte Tripel y die angegebenen Gleichungen und schlieBlich (2.15) und (2.8) folgern.

2.6.3 Die Koordinaten der zu zwei Losungen orthogonalen Losung

(2.20) Sind die mit dem Fundamentalsystem y gebildeten Losungen 3, =¢y, y, =¢,y € S linear
unabhingig, dann besitzt die zu den Losungen ),, ¥, konstruierte orthogonale Losung
z=Wy,»1/Wy]le A
beziiglich dem zu y adjungierten Fundamentalsystem z := (y Xy ’)/W[y ] die Koordinaten-
darstellung

z=dz mitd = cixea.
(2.21) Sind die mit dem Fundamentalsystem z gebildeten Losungen Z, =d,z, Z,=d,z € S* line-
ar unabhingig, dann hat die zu den Losungen Zz,, z, konstruierte orthogonale Losung
y=WI[z,z,]/Wz] €S
beziiglich dem zu z adjungierten Fundamentalsystem y :=(z xz *)/W'[z ] die Koordina-

tendarstellung
y=c¢y mitc:=dxd.

Beweis: Beispielsweise gilt wegen der auf Lagrange zuriickgehenden Lagrangeschen Identitét fiir
das Skalarprodukt von zwei Kreuzprodukten

~ ~q_ |GY &Y N —
Wiyveynl=| _, | = (e1xe2)-(y Xy ) =d-z- W[y ],
Yy ¢y
also z= W[y,,y,]/W[y] = dz. O

2.6.4 Die Koordinaten der speziellen Lésungen uj(.,t) und «;(.,7)

Fiir die mit Hilfe der adjungierten Fundamentalsysteme y und z zu festen r € J, k € {0,1,2} ge-
bildeten Losungen

¥(x) = y(x)D[z] (),

2(x) = yO(0)z(x)
ergeben sich wegen der aus der Multiplikationstabelle (2.14) zu entnehmenden Anfangswerte bei
x = t nach dem Existenz- und Einzigkeitssatz fiir lineare Differentialgleichungen die Identititen
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(2.22) DSura(et) = y@)D[2](0),
(2.23) Dfup (x,t)  =y®(Dz(x) (teJ;k=0,1,2).

Die Formel (2.22) mit £ =0, also
uz(x,1) = y(x)z(?),
und mit p € C*(J), g € C'(J) findet man bei Birkhoff (1911), S. 115, (10), (11) und speziell mit

dem Fundamentalsystem y, = uo(.,a), y, = u1(.,a), ¥, = ua(.,a) bei Azbelev'!, Caljuk (1964), S. 234.
Analog erhilt man fiir £ = 0 aus der Formel (2.23) die Beziehung
uy (x,1) =y(O)z(x).
Die Formeln (2.22) und (2.23) lassen sich zusammenfassen zu
(2.24) D"us), (x,0) = yO@D"[2](1) = (-1)D"[u  1(t.x)

fiir k, m € {0,1,2}, woraus sich auch nochmal (2.1) von Abschnitt 2.2 ergibt.

Wechselbeziehungen zwischen den Losungen von (Ls) und (L))

Analoge Beziehungen gelten fiir die mit einem s € C'(J) gebildeten Differentialgleichungen

(Ls) Lily] =s-L[y] = sy*” +spy“ + sqy* +sry=0
und
(L) L[z] = L'[sz] =(((sz)' - psz)'+ qsz)' -rsz =0.

Denn sind zi, z2 Losungen von (L), dann sind (i = sz1 , {> = sz2 Lésungen von (L"). Folglich ist
2

Y= lW[glagz] = S_W[szz]
O (o2

(o(x) =exp fp(x)dx) eine Losung von (L) und damit auch von (Ls). Ist noch s # 0 in J und sind y1, y»
Losungen von (Ls) und damit von (L), dann ist

¢=oWyiy]
Losung von (L) und
c
2= = Ty,
s s

Losung von (L)). Den Spezialfall s = o behandelt Dolan (1970). Den von Dolan fiir (L) und (L))

bewiesenen Resultaten in L.1, L.2, Th.1, Cor.1 und Th.2 entsprechen die folgenden sich auf (L) und
(L") beziehenden Ergebnisse von Satz 2.1, Hilfssatz 2.2 und Satz 2.2.

1" Nikolay Viktorovich Azbelev (1922-2006) war ein bekannter russischer Mathematiker, der sich iiber fiinf Jahr-
zehnte mit Differential- und Integralgleichungen befasste. Quelle: Bulgakov et al. (2009).
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2.7 Wechselbeziehungen zwischen der Nullstellenverteilung
der Losungen von (L) und der Nullstellenverteilung der L6-
sungen von (L*)

2.7.1 Oszillation von (L) und von (L)

Definition: Oszillatorische und nichtoszillatorische Losung; oszillatorischer, nichtoszillatori-
scher, schwach oszillatorischer und stark oszillatorischer Unterraum; diskon-
jugierte Differentialgleichung

Eine nichttriviale Losung von (L) bzw. (L") heiBt oszillatorisch im Intervall J, falls sie in J unend-

lich viele Nullstellen besitzt. Falls sie nur endlich viele Nullstellen in J besitzt, heif3t sie nichtoszil-

latorisch in J. Ein Unterraum U von S bzw. von S* heiBt oszillatorisch in J, falls er eine in J oszilla-
torische nichttriviale Losung enthélt; andernfalls heillt U nichtoszillatorisch in J. U hei3t schwach

oszillatorisch in J, falls U sowohl eine in J oszillatorische nichttriviale Losung als auch eine in J

nichtoszillatorische nichttriviale Losung enthilt. U heiit stark oszillatorisch in J, falls jede in U

enthaltene nichttriviale Losung oszillatorisch in J ist. Die Differentialgleichung (L) (bzw. (L))

heiflt in J oszillatorisch, nichtoszillatorisch, schwach oszillatorisch oder stark oszillatorisch, falls

das entsprechende fiir den Losungsraum S (bzw. S) gilt. Die Differentialgleichung (L) (bzw. (L"))

heiBt diskonjugiert'? in J (L € D(J) bzw. L* e D(J)), falls jede nichttriviale Losung von (L) (bzw.

(L") hochstens zwei (mit ihren Vielfachheiten gezéhlte) Nullstellen in J hat.

Satz 2.1 Die schwache Oszillation von S als hinreichende Bedingung fiir die Oszillation des
dualen Raums S*
Falls S (bzw. S*) schwach oszillatorisch in J ist, dann ist auch S (bzw. S) oszillatorisch in J.

Folgerung: Ausschluss der schwachen Oszillation durch die Nichtoszillation des dualen
Raums

Falls §* (bzw. S) nichtoszillatorisch in J ist, dann ist S (bzw. S*) nicht schwach oszillatorisch in J,

also entweder nichtoszillatorisch oder stark oszillatorisch.

Es gibt Beispiele fiir den Fall, dass S und S* beide in J schwach oszillatorisch sind (etwa falls
L € C;U Cy und (L) oszillatorisch in J ist; siche Beispiel 1 nach Satz 2.3 in Abschnitt 2.7.6), und
fiir den Fall, dass S (bzw. S") schwach oszillatorisch und S* (bzw. S) stark oszillatorisch in J ist
(siehe Dolan 1970, S. 386, Neuman'® 1972, S. 592, und Beispiel 2 nach Satz 2.3). Eine Verstirkung
von Satz 2.1 liefert der unten folgende Satz 2.2, der aus der schwachen Oszillation von S (bzw. S*)
sogar die Existenz eines stark oszillatorischen zweidimensionalen Unterraums von S* (bzw. S) und
die Oszillation jedes zweidimensionalen Unterraums von S™ (bzw. S) folgert.

Beweis von Satz 2.1: Ist y1 € S\ {o} nichtoszillatorisch in J und y» € S\ {0} oszillatorisch in J,
dann sind yi, 2 linear unabhingig und ist z= o W[yi,)2] € S" nichttrivial. Da in allen x € J mit
y1(x) # 0 und somit zumindest in einer J-Umgebung von einer der Intervallgrenzen a oder b fiir z die
Darstellung

12" Der Begriff ,diskonjugiert® geht zuriick auf Wintner (1951), S. 368. Aurel Friedrich Wintner (1903-1958) war ein
US-amerikanischer Mathematiker ungarischer Herkunft, der sich u. a. mit Analysis und Himmelsmechanik befasste,
und Professor an der Johns Hopkins-Universitit in Baltimore.

FrantiSek Neuman (1937-) ist ein tschechischer Mathematiker.
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z=0y’ [&J
i

gilt, folgt nach dem Satz von Rolle'*, dass z oszillatorisch in J ist. O
2.7.2 Zweidimensionale Unterraume der Losungsraume S und S*

Fiir eine nichttriviale Losung z=dz € S*\ {0} bzw. y=cy € S\ {0} ist das zugehorige orthogonale
Komplement

S =[z]"={z}"={y e S:B[yz]=0}
={y=cyeS:cecR?®cd=0}CS
bzw.
S; =Dl =} = {z e S Bl =0}
={z=dzeS :deR?®cd=0}CS"
ein zweidimensionaler Unterraum von S bzw. S*.

Fiir zwei Losungen z1,z2 € S*\ {0} (bzw. y1, 2 € §\ {0}) gilt die Ubereinstimmung der orthogo-
nalen Komplemente, also
S, =8, (bzw. §) =87),

Z

genau dann, wenn z; und z> (bzw. y1 und y») linear abhéngig sind ([z1] = S.* = S, = [22] bzw. [y1]
=S =8 =D

Aufgrund des speziellen Wertes des Skalarprodukts von u2; € Sund z € S"bzw. von y € S und U,
e S*, nimlich
Bluzj(.,x0),z] = Bluzj(.,x0),z)(x0) = (-1YD'[z](x0) bzw.
Bly,u; (%) 1 = Bly,uy (%) 1(x0) = (-1Y3(x0),
speziell firj=0:
Blua(.,x0),z] =z(x0) bzw.
Bly,uy (,x)] = y(xo),
gilt die nachfolgende Charakterisierung der Inzidenz der speziellen Losungen w2 und u, ; mit den

zweidimensionalen Unterrdumen S: bzw. S :

(2.25) Charakterisierung der Inzidenz der speziellen Losungen u(.,x0) und u, (.,x,) mit zwei-
dimensionalen Unterridumen bzw. der Orthogonalitit der speziellen Losungen zu be-
liebigen Losungenz € S* und y € S:

Firz e S* (bzw.y € S) und xo € J gilt die Inzidenz
uri(.,x0) € S, = [z]* (bzw. u, ,(,x,) € S, =[V]*")
genau dann, wenn
D[z](x0) =0 (bzw. y"(x0) = 0)
ist(j € {0, 1,2}).
Speziell fiir j = 0 gilt:
w(.,x0) Lz < z(x0)=0;
u, (., x,) Ly < y(xo)=0.

14" Der Satz von Rolle ist benannt nach dem franzésischen Mathematiker Michel Rolle (1652-1719). Er ist ein zentraler
Satz der Differentialrechnung und besagt, dass eine in einem abgeschlossenen Intervall [c,d] stetige und im offenen
Intervall ]c,d[ differenzierbare Funktion fzwischen den Nullstellen ¢ und d von f'eine Nullstelle der Ableitung f*
besitzt.
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2.7.3 Beschreibung der zweidimensionalen Unterrdaume durch Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung

Istz € S*\ {0}, dann geniigen die y € S_ in allen x € J mit z(x) # 0 der homogenen linearen Diffe-
rentialgleichung 2. Ordnung

oBl[y,z o, , UDZ[Z]
(2.26) oBly.al [—yj +——5—y =0.
zZ z zZ
Es ist ndmlich
o o o ' o w, O z-02Z' ' o " '
01] -2{gfo e
zZ z zZ z 4 z
— o 2
= —(Bly,z]- D[=]y).

N

Analog geniigen zu einem y € S\ {0} mity# 0 in JcJalleu=z/c mitz e S, in J der homoge-

nen linearen Differentialgleichung 2. Ordnung

2.27) Bly.ou] - _ (Euj TR )

Yy Y y
Denn es ist

Bly,z 1
D2l = L((D'z1) v+ gz - Dzl )
y y
(Dl z J qy+y

und

D'[ou] = (ou)' - pou=ou'.

Ist noch p € C'(J), dann geniigen diez € S , in J der Differentialgleichung

(2.28) Bzl _ oy g =g

mit
1 1 n

f=-p-2. g=q-ppi+-
y y

bzw. der Differentialgleichung

(2.29) Bly.z1 (Z—j +hz =0

Gy2 oy

mit
h= G% = (y"+py+(g-pYy)/(o?)

und alle v==z/pmit p .= (cr| y|)1/2 ,z€ S in J der Differentialgleichung

(2:30) Blyp] vvv{g-ﬁ_f_z]v o
py 2 4
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e . © \ . 1 ' 1 « )N ‘
Es gilt namlich p* = Z(plylw sgny), p'lp = 5(p+y;] == /s plp =P (o /py’

1 1,
=-—f'+—f und
Al

B . v 1 n 1
—[y P ] = l((pv)"+ f(pv)'+gpv) = v"+(2£+fjv'+(p—+fﬂ+gjv
py P p p P
=v“+nv

mit 7 := p“/p + fp'lp +g=g-f12 - */4.
2.7.4 Trennung der Nullstellen zweier Funktionen

Definition: Trennung der Nullstellen zweier Funktionen
Man sagt, die Nullstellen von zwei Funktionen u, v € C'(J) trennen sich in J, wenn in J die Funkti-

onen u und v keine gemeinsame Nullstelle und jeweils keine zweifache Nullstelle haben, zwischen
zwei Nullstellen von u eine Nullstelle von v liegt und auch das Umgekehrte gilt.

Der folgende Hilfssatz ist der wesentliche Bestandteil des Beweises des Sturmschen Trennungs-
satzes'” fiir lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung.

Hilfssatz 2.1 Nullstellenverteilung zweier Funktionen und ihrer Ableitungen bei nicht ver-
schwindender Wronski-Determinante

Ist fiir Funktionen u, v € C'(J) die Wronski-Determinante W[u,v] # 0 in J, dann haben »' und v'

keine gemeinsame Nullstelle in J und trennen sich die Nullstellen von « und v in J gemil obiger

Definition.

Sind y1, 2 € [u,v] =lin {u,v} linear unabhéngig, dann gilt ebenfalls W[y1,y2] # 0 in J und somit fiir

¥, und y, die gleiche Aussage wie fiir u und v.

Beweis: a) Beim Auftreten einer gemeinsamen Nullstelle xo von u‘ und v wiirde

u(x,)  vx))| Ju(x)) v(xy)

u,v](xo) =
IO ) vl o o

folgen, im Widerspruch zur Voraussetzung.
b) Analog zu a) folgt, dass # und v keine gemeinsame Nullstelle haben, dass u keine zweifache
Nullstelle und auch v keine zweifache Nullstelle besitzt. O. E. bleibt zu zeigen, dass zwischen zwei
Nullstellen x1, x> € J von u eine Nullstelle von v liegt. Wegen u(x1) = u(x2) = 0 und W[u,v] # 0 ist

=0

v(x1) # 0 und v(x2) # 0. Nimmt man an, dass v#0 in Jxi,x2[ ist, so ist A:=u/v € C' [x1,x2] und
h(x1) = h(x2) = 0. Nach dem Satz von Rolle hat dann 7' eine Nullstelle in Jxi,x2[. Andererseits ist
aber

h'=- Wu,v]v*#0
in [x1,x2]. Also besitzt v eine Nullstelle im offenen Intervall Jxi,x[.
¢) Fiir die Funktionen

N=cuut ey, B =Ccput epveluy]

(cik € R;j, k=1, 2) gilt nach dem Determinatenproduktsatz

Wiyi,2] = Wlu,v]- #0,

i O
C

0 C»

15" Der Sturmsche Trennungssatz ist benannt nach dem schweizerisch-franzosischen Mathematiker und Physiker
Jacques Charles Francois (Jakob Karl F.) Sturm (1803—1855).
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falls det (cjx) # 0 ist. Die Determinante det (cjx) ist von Null verschieden, da y1, y» als linear unab-
héngig vorausgesetzt sind. O

Hilfssatz 2.2 Ein- und zweidimensionale Unterriume von S und S*
1) Zu jedem y € S (bzw. z € S") gibt es Losungen zi1, z> € S™ (bzw. y1, y» € S) mit

y=W]z1,22)/0 (bzw. z = oW[y1,)2)).
2) Istyo € S\ {0} (bzw.zo € S"\ {o})und z1 € S\ S| (bzw.y1 € S\ . ), dann gilt
S=[no]® S, (bzw. S"=[z0] @ S} ),
d. h. S (bzw. S™) ist die direkte Summe der Unterrdume [yo] und S. (bzw. [zo] und S ).

3) Falls z1, z2 € S (bzw. y1, y2 € S) linear unabhingig sind, dann ist
[z1,22] = S, (bzw. 1y2] = S. )
und
S. NS, =] (bzw. S N S =[z0])

mit yo = W[z1,22]/0 % 0 (bzw. zo = o W[y1,y2] £ 0).

4) Istz1 € "\ {0} (bzw. y1 € S\ {o0}), dann gilt
yeSs, (bzw.z € S )

genau dann, wenn

y=Wl[z1,22)/ o (bzw. z = o W[y1,)2])
mit einem z> € S* (bzw. 2 € S) ist.

5) Ist U™ (bzw. U) ein zweidimensionaler Unterraum von S* (bzw. S), dann gilt

s= U s, (bzw. S = ] S)).

zeU"\{o} yeU\{o}

6) Nicht schwach oszillatorische orthogonale Komplemente der nichtoszillatorischen Losun-
gen:
Falls z € S*\ {0} (bzw. y € S\ {0}) nichtoszillatorisch in J ist, dann ist das zugehorige orthogo-
nale Komplement S: (bzw. S ) nicht schwach oszillatorisch in J.

Darliber hinaus gilt, dass die orthogonalen Komplemente S: (bzw. S ) mit nichtoszillatorischen

ze S\ {o} (bzw. y € §\ {o}) entweder alle nichtoszillatorisch oder alle stark oszillatorisch sind.

Beweis: 1) Fiir y =0 gilt die Behauptung mit zwei beliebigen linear abhingigen zi, z» € S'. Falls
y € S\ {o} ist, gibt es eine Basis y = (y1,)2,y3) von S mit y3 = y. Mit der durch (2.8) gegebenen zu y
dualen Basis z = (z1,22,z3) erhélt man nach (2.19) speziell fiir y = y3 die Darstellung

1 1 -
y=y3=Wzi,n)/Wz] = —Maéz] = —WZ .2 (W'[z] = 60)
mit einem S € R\ {0} und Z, =z1/5,z2 € S".

2) Ist yo € S\ {0}, z1 € S"\ S}, und somit z; # 0 in J und z /Kyo, dann ist dim S, =2 und
yog S, . Also ist die Summe der Unterrdume [yo] und S, gleich S und ihr Durchschnitt trivial:

DolN S, = {o}.
1

3) Fiir linear unabhéngige z1, z2 € S" und yo := — W[z1,z2] # 0 gilt nach (2.6)
o

Blvoz] = (—1; Wiz1,225] = 0 G=1,2),



46 2 Beziehungen zwischen (L) und der Adjungierten (L*)

also
yeSs, NS, = [z1,22]"

Wegen dim [z1,22] = 2, dim [z1,z2]" = 1 und folglich
[z1,22] =[] = S, ,
§. NS, = [z1,22]" = [

4),,&“ Fallsy = l Wlzi,z2] mitzi, z» € S ist, dann ist nach 3) yo € S. NS, cS..
o

,= Ist umgekehrt z; € S™\ {0} und ein beliebiges y e S, gegeben, dann ist y L z; und z; € §,.

Wiihlt man noch ein von z; linear unabhéngiges z € Sy, dannisty Lz, y Lzundy € S, N S: und
nach 3)

1 1 1
Y= A— W[ZI,Z] =— W[ZIJVZ] = — W[ZI,ZZ]
(@2 (@2 (e2

mit einem passenden A € R und mit z; = Az.
5) Fiir den zweidimensionalen Unterraum U’ von S* gibt es nach 3) ein y1 € Smit U'= S . Fiir ein

beliebiges y € S ist dim (S; N §7) 21, sodass mit einem z € S, N S\ {0} dann y € S: und
ze S; \{o} =U"\ {0} gilt.!®

6) Ist z € S*\ {o} nichtoszillatorisch in J und sind y1, y» beliebige linear unabhingige Lésungen von
Sz, dann giltz € S| M S und nach 3) mit einem reellen 4 # 0

z=AoW[y1,2].

In jedem Teilintervall von J, in dem z nullstellenfrei ist, trennen sich nach Hilfssatz 2.1 die Null-
stellen von y; und y». Und da nach Voraussetzung die Losung z in J nur endlich viele Nullstellen
hat, gibt es offene Umgebungen der Intervallgrenzen a und b, in denen sich die Nullstellen von y;
und y» trennen. Daher haben y1 und y» dasselbe Oszillationsverhalten: Es ist y» nichtoszillatorisch,
wenn y1 nichtoszillatorich ist, und es ist 2 oszillatorisch, wenn y1 oszillatorisch ist. Damit ergibt
sich, dass S. entweder nichtoszillatorisch in J oder stark oszillatorisch in J ist.

Die zweite Behauptung von 6) ergibt sich, da zwei verschiedene derartige zweidimensionale Unter-
rdume S, und S (z1, 22 € S" linear unabhingig) nach 3) zumindest einen eindimensionalen

Durchschnitt haben und sich daher das jeweilige einheitliche Oszillationsverhalten seiner Losungen
von einem Unterraum S, auf den anderen Unterraum S, Ubertrégt. O

2.7.5 Weitere Wechselbeziehungen zwischen den Nullstellenverteilungen bei (L)
und bei (L)

Im oben angefiihrten Satz 2.1 wurde die schwache Oszillation des Losungsraumes S als hinreichen-
de Bedingung fiir die Oszillation des dualen Losungsraumes S angegeben. Der nachfolgende
Satz 2.2 verschirft diese Aussage, indem er bei gleicher Voraussetzung sogar die Existenz eines
stark oszillatorischen zweidimensionalen Unterraums und damit die starke Oszillation jedes zwei-
dimensionalen Unterraums in S nachweist. Die Existenz eines stark oszillatorischen zweidimensio-
nalen Unterraums von S* wird im weiter unten folgenden Hilfssatz 4.3 auch durch eine andere hin-
reichende Bedingung an S gesichert, nimlich durch die Existenz einer in J oszillatorischen Losung

16" Es kommt hier der Dimensionssatz fiir endlich erzeugbare Unterriume U und W eines Vektorraums zur Anwen-
dung: dim (U + W) + dim (U N W) =dim U + dim W. Diese Dimensionsformel findet man z. B. bei Kowalsky

(1967), S. 167. Hier im Text folgt aus dim S| =2, dim S| >2,dim (S + S )<dimS*=3 die Ungleichung
dim (S} NSy )=dim S| +dim S -dim(S, +S5;7)>4-3=1.
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yo € S\ {0}, die in J ohne Vorzeichenwechsel ist (0. E. yo > 0). Demzufolge existiert also ein stark
oszillatorischer zweidimensionaler Unterraum in S, wenn im oszillatorischen Losungsraum S eine
in J oszillatorische vorzeichenwechselfreie oder eine in J nichtoszillatorische Losung yo € S\ {0}
existiert. Die Existenz einer vorzeichenwechselfreien nichttrivialen Losung wiederum wird bei-
spielsweise durch den unten folgenden Satz 4.7 fiir die Klasse K1 U Ki bewiesen.

Satz 2.2 Die schwache Oszillation als hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines stark
oszillatorischen zweidimensionalen Unterraums im dualen Losungsraum

Ist S (bzw. S*) schwach oszillatorisch in J und wéhlt man y; € S\ {0} (bzw.zi € S*\ {o0}) als nicht-

triviale nichtoszillatorische Losung in J, dann ist der zweidimensionale Unterraum S (bzw. S_ )

stark oszillatorisch in J. AuBerdem ist dann jeder zweidimensionale Unterraum von S* (bzw. S) os-
zillatorisch in J.

Folgerung: Ausschluss der schwachen Oszillation durch die Existenz eines nichtoszillatori-
schen zweidimensionalen Unterraums im dualen Raum

Besitzt S* (bzw. S) einen in J nichtoszillatorischen zweidimensionalen Unterraum, dann ist S (bzw.

S%) nicht schwach oszillatorisch in J.

Dolan (1970), S. 385, gibt ein Beispiel fiir den Fall, dass der gesamte Losungsraum S nichtoszillato-
risch und der Losungsraum S* stark oszillatorisch in J = [a,00[ ist.

Weiter wird mit Beispiel 2 in Abschnitt 2.7.6 ein Beispiel fiir den Fall gegeben, dass die Menge al-
ler nichtoszillatorischen Losungen von (L) genau einen zweidimensionalen Unterraum bildet. Nach
obiger Folgerung ist dann S™ nicht schwach oszillatorisch. Da in diesem Beispiel auch eine oszilla-
torische Losung y3 € S existiert, ist S schwach oszillatorisch, sodass nach Satz 2.2 in S" ein stark os-
zillatorischer zweidimensionaler Unterraum existiert, jeder zweidimensionale Unterraum oszillato-
risch ist und auch S* oszillatorisch ist. Da S" nicht schwach oszillatorisch ist, ist also S* stark os-
zillatorisch.

Beweis von Satz 2.2: Es sei y1 € S\ {0} nichtoszillatorisch in Jund y» € S\ {0} oszillatorisch in J.
Es gibt dann ein Teilintervall J; C J, in dem y1 nullstellenfrei und y» oszillatorisch ist. In J; ist dann
auch die Funktion /4 := y»/y1 oszillatorisch und nach dem Satz von Rolle auch /¢ = W[y1,y2]/y1* und
z := oW[y1,y2] = o y1%h* oszillatorisch. Demnach ist z eine nichttriviale in J oszillatorische Losung
von (L") und nach Hilfssatz2.2,3) ze S .- Da yi nichtoszillatorisch ist, folgt nach Hilfs-

satz 2.2, 6), dass S| nicht schwach oszillatorisch und somit stark oszillatorisch in J ist. Da fiir jedes

y € S\ {o} der Durchschnitt S| N S von zwei zweidimensionalen Unterrdumen nichttrivial ist

und somit eine oszillatorische Losung (von S ) enthilt, ist S oszillatorisch in J. O

2.7.6 Charakterisierung spezieller Doppelkegelstrukturen der Menge N der nicht-
oszillatorischen Losungen und der Menge O der oszillatorischen Losungen
beim halboffenen Intervall J = [a,b[

Es sei

N (bzw. N") die Menge aller in J nichtoszillatorischen Losungen und

O (bzw. O") die Menge aller in J oszillatorischen Losungen von (L) (bzw. (L")).
Man erhélt dann fiir den Losungsraum S (bzw. S*) die disjunkte Zerlegung

S=NU {0} UO (bzw. S"=N"U {o} U O").
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Weiter sei

No:=NU {o}, N; =N U {o},

Oo:=0U {0}, O =0"U {o}.
Es sei jetzt speziell J=[a,b[ ein halboffenes Intervall. Ist nun N*** (bzw. N'%) die Teilmenge der
nichtoszillatorischen Losungen von S, die jeweils in einer Umgebung der rechten Intervallgrenze b
positiv (bzw. negativ) sind, dann ist NJ* = NP* U {o} (bzw. N;* :=N"¢U {o}) ein konvexer li-
nearer Kegel, also abgeschlossenen beziiglich der Konuskombination (nichtnegativen Linear-
kombination) (Dolan, Klaasen 1975a, L.1). Die Menge

No= NJ* U Nj*
ist dann ein Doppelkegel aus zwei konvexen linearen Kegeln in S. Analog ist auch

N, = N7 U N;™
ein Doppelkegel in S mit den entsprechend definierten Teilmengen N7, N™¢, N;7* und N;"* in
A\

Die speziellen Doppelkegelstrukturen, dass No = [vo] # {o} ein eindimensionaler Unterraum [vo]
von S ist oder dass N das Komplement eines zweidimensionalen Unterraums von S ist, also N
=S\ U (bzw. No = S\ (U \ {0})) mit einem zweidimensionalen Unterraum U = [u1,u2] von S gilt,
charakterisiert Ahmad (1974) in Th.3.4 und Th.3.3 mittels asymptotischer Eigenschaften der Lo-
sungen von (L):

Unter der Voraussetzung
S=U+[w]
mit einem zweidimensionalen Unterraum U C Op und einem eindimensionalen Unterraum [vo] C No
charakterisiert er den Fall
No = [w] bzw. O =S\ [vo]
durch die Unbeschrianktheit der Quotienten u/vo nach oben und nach unten fiir alle u € U\ {o}:
liminfﬂ =-o0 und limsupM =+0w YueU\{o}.
x—b VO (x) x—b VO (x)
Weiter charakterisiert er unter dieser Voraussetzung S = U + [vo] (U C Oo, [vo] € No) den Fall
N=8S\Ubzw. Oo=U
durch die Konvergenz der Quotienten u/vo gegen Null fiir alle u € U\ {o}:
limM =0 YueU\{o}.

x—b Vo (X)

Analog lassen sich nachfolgend auch die speziellen Doppelkegelstrukturen, dass N das Komplement
eines eindimensionalen Unterraums von S ist, also
N =58\ [uo]
mit einem up € S\ {o} gilt, oder dass
No=V
ein zweidimensionaler Unterraum V' = [vi,12] von S ist, charakterisieren:

Satz 2.3 Charakterisierung spezieller Doppelkegelstrukturen fiir Ny

1) Ist =V + [uo] mit einem zweidimensionalen Unterraum J C Ny und einem eindimensionalen
Unterraum [uo] C O, so gilt
N=S8\[uo], Oo= [uo]
genau dann, wenn

im“® —¢ vy e (o)
x—b v(x)

1st.
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2) Weiter gelten unter dieser Voraussetzung S =V + [uo] (V C No, [uo] € Oo) die speziellen Struktu-
ren
No=V, O=S\V
genau dann, wenn
T N S G VP A
x—b V(.X) x—b V(.X)
erfullt ist.

Beweis fiir die Charakterisierungen von 1) N= S\ [uo] und 2) N=V'\ {o}:

1) Bei vorausgesetzter Summendarstellung S =V + [uo] (V'\ {o} C N, uo € O) gilt stets
S\[uo] 28\ Oo=N.

Es ist also nur zu zeigen, dass die umgekehrte Inklusion
S\[uo] C N

dquivalent ist zur Konvergenz des Quotienten uo/v (v € V'\ {0}) gegen Null.

<1 Es sei nun vorausgesetzt, dass der Quotient uo/v beim Grenziibergang x — b gegen Null kon-
vergiert. Es ist zu zeigen, dass jedes beliebige y € S\ [uo], also jedes

y=v+Augmitv eV'\ {0}, L € R,
nichtoszillatorisch ist. Wegen V'\ {o} C N ist der erste Summand v nichtoszillatorisch in [a,b[ und
somit nullstellenfrei in einer Umgebung ]b-0,b[ (0 > 0) von b. Daher erhilt man in dieser Umge-
bung fiir y die Darstellung

y=v[l+ Auo/v],
in welcher der Klammerausdruck gegen 1 konvergiert und somit in einer Umgebung ]b-g b[ (0

> 0) von b nullstellenfrei ist. Daher ist y nichtoszillatorisch in [a,b[. Es gilt also S\ [uo] C N.
= Es ist zu zeigen, dass aus der Inklusion S\ [uo] € N die Konvergenz des Quotienten uo/v (fiir

beliebige v € ¥\ {0} C N) gegen Null folgt. Aquivalent zu dieser Aussage ist, dass aus der Nicht-

konvergenz von uo/v (fiir ein v € V'\ {0}) gegen Null die Relation S\ [uo] € N, d. h. die Existenz ei-

nes ¥ e (S\ [uo]) N O folgt. Wenn uo/v beim Grenziibergang x — b nicht gegen Null konvergiert,

dann gibt es eine Umgebung 1b-9,b[ (0> 0) von b, in der v # 0 ist, weiter eine Folge von Nullstellen
Xn VOn uo mit x, — b, ein £ > 0 und dazu eine Folge von Stellen ¢, — b mit

uO (cn)
v(c,)
O. E. kann ggf. durch Ubergang zu einer Teilfolge c, > x, angenommen werden. Es gibt dann eine
Teilfolge d, > x, mit uo(d.)/v(d,) =+ & oder eine Teilfolge e, > x, mit uo(e,)/v(es) < - € Im ersten

Fall gibt es nach dem Zwischenwertsatz'” von Bolzano eine Folge von Stellen t, € Jx,d.] mit
th — bund

> E.

Uy(t,)

v(z,)
Demzufolge ist die Losung V' :=uo - v oszillatorisch und ¥ e S\ [uo] (wegen ¢+ 0, v € V'\ {0}
C N und damit v €& [uo]). Also ist S\ [uo] ¢ N. Im zweiten Fall ergibt sich mit der Teilfolge e,, dass
die Losung ¥ :=uo + ev € S\ [uo] oszillatorisch ist und somit ebenfalls S\ [uo] ¢ N gilt.

17" Der Zwischenwertsatz oder Nullstellensatz wurde zuerst im Jahr 1817 von dem bohmischen Mathematiker, Philoso-
phen und Theologen Bernardus Placidus Gonzal Nepomuk Bolzano (1781-1848) und spéter noch von dem deut-
schen Mathematiker Karl Theodor Wilhelm Weierstrall (1815—1897) bewiesen. Er ist einer der wichtigsten Satze
iiber reellwertige stetige Funktionen und prézisiert die Aussage, dass der Graph einer stetigen Funktion ohne
Absetzen gezeichnet werden kann. Eine Verallgemeinerung dieses Satzes ist die Aussage, dass bei einer stetigen
Abbildung f: X — Y zwischen den metrischen Rdumen X und Y das Bild (der Wertebereich) einer bogenweise
(kurvenweise, weg-) zusammenhédngenden Menge M C X ebenfalls bogenweise zusammenhéngend ist.
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2) Bei der vorausgesetzten Summendarstellung S =V + [uo] (V' C No, uo € O) gilt stets

S\V2S\No=0.
Es ist also nur zu zeigen, dass die umgekehrte Inklusion

S\Vco
dquivalent ist zu den angegebenen Werten von lim inf und lim sup von uo/v.
»<“: Es sel nun vorausgesetzt, dass der Quotient uo/v beim Grenziibergang x — b nach oben und
nach unten unbeschrénkt ist. Es ist zu zeigen, dass jedes beliebige y € S\ V, also jedes

y=v+Auomitv eV, L € R\ {o},
oszillatorisch ist. Im Falle v=o0 ist y = Aup € O. Im Falle v € V'\ {o} ist v nichtoszillatorisch in
[a,b] und somit nullstellenfrei in einer Umgebung ]6-6,b[ (6 > 0) von b. In dieser Umgebung hat y
die Darstellung

y=v[l + Auo/v],
sodass y genau dann oszillatorisch ist, wenn der Klammerausdruck w :=[1 + Auo/v] oszillatorisch
ist. Aufgrund der vorausgesetzten Unbeschranktheit von uo/v nach oben und nach unten gibt es Fol-
gen von Stellen ¢,, dn €1b-0,b] mit ¢, — b, dn —> b, uo(cn)/v(cn) —> - 0, uo(dn)/W(dn) — + o und
0. E. ¢, <d,. Fiir beliebig vorgegebenes 4 # 0 gibt es einen Index no = no(-1/4), sodass

ule,) _ 1 _ u(d,)

We) A wd,)

fiir alle n > no gilt. Nach dem Zwischenwertsatz von Bolzano gibt es eine Folge von Stellen ¢,
€ |cn,dn[ mit t, — bund

uy(t,) _ l

v(it) A

Demzufolge ist

wit =1+ 29— 0 fiir die 1, € Jendi,

v(t,

somit der Klammerausdruck w = 1 + Auo/v und dann auch die Losung y = v-w oszillatorisch.
»=> Es ist zu zeigen, dass aus der Inklusion S \ V' C O fiir beliebiges v € V'\ {0} die Unbe-
schrianktheit von uo/v nach oben und nach unten folgt. Man wéhlt nun ein beliebiges v € V'\ {0}, ei-
ne Umgebung ]b-6,b[ (0 > 0) von b, in der v nullstellenfrei ist, und Folgen 4, > 0, in <0mitA, N0
und /0. Da die Losungen

Vo=V + dutto, ¥, =v+ Auoe S\VCO
oszillatorisch sind, gibt es Folgen s — bund 7,, — b bei k — oo mit yu(tax) = 3,(,, ) = 0.
Da in der angegebenen Umgebung von b die Losungen y, und y, die Darstellungen

Y =v[1+ Lao/v], 3, =v[l+ L uo/v].
haben, erhilt man fiir den Quotienten uo/v insbesondere an den gegen b konvergierenden Stellen x,
=tiaund X, =1, die Werte

ny(x) _ 1 ERCANS

-— — - u

v(x,) A v(x,) 4 ’

n

sodass der Quotient uo/v beim Grenziibergang x — b nach unten und nach oben unbeschrénkt ist. O

Weiter konnen auch noch dhnliche Bedingungen an das asymptotische Verhalten der Losungen von
(L) und (L") angegeben werden, die hinreichend fiir das Auftreten der speziellen Fille

No = [wo] # {0}
(vo € S\ {o}) oder

N=S\U
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(U = [u1,u2] zweidimensionaler Unterraum von S) sind. In der Literatur werden bei den entspre-
chenden Sitzen diese asymptotischen Eigenschaften der Losungen noch durch spezielle Koeffi-
zientenbedingungen gesichert (siche Lazer (1966), Th.1.4, Gregus. (1963), Satz 3, Svec (1965b),
Satz 1, Lazer (1966), Th.3.6, Jones (1974a), Th.4, und Ahmad, Lazer (1969), Th.3, Jones (1974b),
Th.1).

Einen Zusammenhang zwischen den Strukturen von N und N liefert Th.3.1 von Ahmad (1974) und

einen Zusammenhang zwischen den Fundamentalsystemen y und z von (L) bzw. (L") das Th.2.3
von Ahmad (1974) (letzterer ergibt sich unmittelbar aus (2.19) y=(z x z)/W'[z] und (2.8)

z=(y xy)/WyD.
Neuman gibt in (1972), S. 592, ein Beispiel fiir den Fall
Oo = [uo] # {0},
weiter in (1972), Th.2 ein Beispiel fiir den Fall
Oo=Sund N; =S§" (oder No=Sund O] =S")
und in (1974), S. 594, 595, ein Beispiel fiir
Oo=Sund O, =S".

Nachfolgend werden jetzt noch Beispiele fiir die speziellen Félle
No = [w] # {o},
N =8\ U mit 2-dim. Unterraum U von S,
No =V =[vi1,12] istein 2-dim. Unterraum von S
angegeben.

Beispiele fiir spezielle Doppelkegelstrukturen der Menge N der nichtoszillatorischen Losun-
gen
1) Die Fille No = [vo] # {o} und N=S\U
Die drei Funktionen
yi(x)= € cosx, y(x)=€ sinx, y3(x)=1
(y € R) bilden in J = [a,o0[ ein Fundamentalsystem fiir die Differentialgleichung

L) Lly] = Wyry2ys )/ Wiyiy2,y3] =0
(Wy1,y2.03] = (1 + #)e*7). Es ist y1, y2 € O und y3 € N. Ein Fundamentalsystem fiir die dazu ad-

jungierte Differentialgleichung (L") ist gegeben durch
Z(x)=-e""(ysinx+cosx) € O,

Z,(x)=e""(ycosx-sinx) € O,

Z(x)=1 e N".
a) Fiir y> 0 ist
No = [y3], N'=S8"\ [21,22]

nach den oben angegebenen Charakterisierungen, da u/y3 = u unbeschrankt nach oben und
unbeschriankt nach unten ist fiir alle u € U= [y1,02] bzw. da @ /Z; = & gegen Null konver-

giert firalle 7 € U" = [Z,2,].
b) Fiir y<0 ist
N=S8\[y1.2], Ny =[%],
da u/y; = u gegen Null konvergiert fiir alle u € U= [y1,)2] bzw. da i /Z; = i unbeschrinkt

nach oben und unbeschrinkt nach unten ist fiiralle 7 € U = [Z,,Z,].



52 2 Beziehungen zwischen (L) und der Adjungierten (L*)

2) Der Fall No =V = [vi,v2]

Die Funktionen

COS X

yi(x)=atarctgx, mx)=a-+ e y3(x) = (1 + x?)sin x
X

(a € R, > 0) bilden fiir ein hinreichend groBles @ € R in J = [a,[ ein Fundamentalsystem fiir
eine Differentialgleichung (L). Es ist ndmlich

Wy1,y2,03](x) = arctg x + a-(1 + sin x) + 0(lj bei x — .
X

Zunichst ist y1, y2 € Nund y3 € O. Weiter ist

No=V=[y12],
da y3/v nach oben und nach unten unbeschrinkt ist fiir alle v € V'\ {o}. Nach den Ausfiihrungen
im Anschluss an Satz 2.2 und die zugehorige Folgerung ergibt sich, dass der zu S duale Raum S*
stark oszillatorisch ist. A

2.7.7 Diskonjugiertheit in Teilintervallen von J

Der nachfolgende Satz 2.4 gibt mit der Existenz einer nichtoszillatorischen Losung y € S und eines
nichtoszillatorischen zweidimensionalen Unterraums U™ C ' eine hinreichende Bedingung fiir die
Diskonjugiertheit von (L) und (L") an den Intervallgrenzen.

Satz 2.4 Hinreichende Bedingung fiir die Diskonjugiertheit an den Intervallgrenzen
Enthdlt S\ {0} (bzw. S"\ {0}) eine in J nichtoszillatorische Lésung und der dazu duale Raum S*
(bzw. S) einen nichtoszillatorischen zweidimensionalen Unterraum, dann gibt es ¢, d € ]Ja,b[, sodass

(L) und (L") diskonjugiert sind in J N [d,b] und in J N [a,c].

Man vergleiche dazu Th.2.15 (ohne Beweis) von Barrett (1969), in dem die Differentialgleichungen
(E3) und (E;) beide als nichtoszillatorisch in J = [a,o0[ vorausgesetzt sind. Aus dem nachfolgenden

Beweis ergibt sich auch der folgende Zusatz zur lokalen Diskonjugiertheit, den Coppel (1971),
S. 98, L.11, fiir die Differentialgleichung n-ter Ordnung auf eine andere Weise begriindet hat.

Zusatz:  Lokale Diskonjugiertheit
1) Fiir jedes ¢ € J gibt es ein reelles 5= &(c) > 0, sodass die Differentialgleichungen (L) und (L")

diskonjugiert sind in [¢-,c+6] N J.
2) Insbesondere folgt damit auch im Falle p € C(J) (statt p € C'(J)), dass auch die Lésung u; (.,c)

in einer punktierten J~-Umgebung von ¢ positiv ist:
u, (t,¢) =ua(c,t) >0 firt € [c-O,c[ U Je,ct6], t € J.

Beweis von Satz 2.4: Aus der Voraussetzung eines nichtoszillatorischen zweidimensionalen Un-
terraums U' C S* folgt mittels der Folgerung aus Satz 2.2 zunichst, dass S nicht schwach os-
zillatorisch ist und dann wegen einer vorausgesetzten nichtoszillatorischen Losung y € S'\ {0} so-
mit nichtoszillatorisch in J ist. Insbesondere besitzt dann auch S einen nichtoszillatorischen zwei-
dimensionalen Unterraum U. Ebenfalls nach der Folgerung aus Satz 2.2 ergibt sich weiter, dass S*
nicht schwach oszillatorisch ist und dann wegen des vorausgesetzten nichtoszillatorischen Unter-
raums U nichtoszillatorisch in J ist.

Wihlt man y; € S\ {o} undz1 € S|, dann ist nach Hilfssatz 2.2, 4)

z1=oW[y1,)2]
mit einem y2 € S und nach Hilfssatz 2.2, 3) [y1,)2] = §_ . Wihlt man noch y3 € S\ S, d. h. y3 li-

near unabhéngig von y1, y», dann ist
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Wyiy2.y3] #0in J.
Da S und S" nichtoszillatorisch in J sind, haben y; und z; nur endlich viele Nullstellen in J. Ist J ein

Teilintervall von J, in dem
yi € Sundzi € S nullstellenfrei
sind, dann gilt mit passend gewéhlten 4; ==* 1 fiir die Losungen y, = A4y; € S(j=1,2,3) in J
¥ =2y1>0,
WLy, 3,1= MdaWlyry] = Jidazi/o> 0,
WLy, 5, 351 = MddsWiyry2,ys] > 0.
Das bedeutet aber, dass (L) in J ein Markov-Fundamentalsystem'® besitzt und somit nach Coppel

(1971), S. 89, Prop.5, (L) in J diskonjugiert ist. Aus der Diskonjugiertheit von (L) folgt dann nach
dem unten noch folgenden Satz 4.2, 1) auch die Diskonjugiertheit von (L").

Im Falle b ¢ J wiéhlt man y1 € S\ {o} undz1 € S| beliebig und J =J N [d,b] mit hinreichend na-
he bei b gelegenem d, sodass y1 und z; nullstellenfrei und die Differentialgleichungen (L) und (L")
in J diskonjugiert sind.

Im Falle b € J wihlt man die Losungen y1 € S und z1 € S| mit yi(b) # 0 und zi(b) # 0: Fiir die

Vorgabe der weiteren Anfangswerte y1’(b), y1”(b), D'[z1](b), D?*[z1](b) der Losungen y; und z; an
der Stelle x = b hat man dabei nur noch die Bedingung z; L y1, also

0=Bly,z1] = By1,z11(b) = »,"(B) z1(D) - 3,'(b) D'[z,1(b) +31(D) D*[2]1() ,
zu beachten. Dann sind wegen ihrer Stetigkeit die Losungen y1 und z; in einem Intervall J N [d,b]

mit passendem d < b nullstellenfrei und nach Obigem daher (L) und (L") in J N [d,b] diskonjugiert.
Analog folgt die Diskonjugiertheit von (L) und (L") in einem Intervall J N [a,c] (a < ¢). O

Beweis des Zusatzes: Fiir jedes ¢ € J gibt es Losungen y1 € S und z1 € S| mit yi(c) # 0 und
z1(c) # 0 (Begriindung wie im obigen Beweis von Satz 2.4) und dann ein hinreichend kleines reelles
0= &(c) > 0, sodass y1 und z; nullstellenfrei im abgeschlossenen Intervall J = [c-0,c+0] N J sind.
Nach obigem Beweis des Satzes folgt dann die Diskonjugiertheit der Differentialgleichungen (L)
und (L") in J. O

18 Ein Markov-Fundamentalsystem ist benannt nach dem russischen Mathematiker Andrej Andrejewitsch Markov
(senior, 1856-1922).



3 Die Integralkurve in der projektiven Ebene

3.1 Geometrische Interpretation der Nullstellen der L6sungen

Es sei X := R? der dreidimensionale euklidische Raum der reellen Zahlentripel x = (x1,x2,x3), €1, €2, €3
die Standardbasis (kanonische Basis) von X, y = (y1,)2,)3) eine beliebig fixierte Basis von S und z
= (z1,22,z3) = (y x y*)/W[y] die dazu duale Basis von S".

Das Verhalten der Losungen von (L) und (L") ldsst sich iibersetzen in geometrische Eigenschaften
der durch das Fundamentalsystem y von (L) gegebenen Kurve

3.1 xeJpyx)eX (mit Wy] # 0).

Fiir die Differentialgleichung n-ter Ordnung wird diese Kurve bei Neuman (1972) betrachtet. Be-
schrinken sich die Untersuchungen auf die Nullstellen der Losungen, so verwendet man statt (3.1)
auch die Kurven

(3.2) xeJr ¥Y(X) eSi={weX:|lw=1}
|y (x)]

(mit der euklidischen Norm [w| = [(w1,w2,w3)| = (W1 + w2> + w3
3.3) C:xeJb[yx)]eP?:={x]cX:xeX\{o}}

(mit der linearen Hiille [x] :=lin x = {Ax : 1 € R} eines Vektors x von X). Die Kurve (3.2) auf der
Einheitssphire S? des R> wird fiir die Differentialgleichung n-ter Ordnung von Neuman (1972, 1974)
verwendet und fiir die Differentialgleichung 3. Ordnung (L) von Guggenheimer! (1972), S. 243 ff.
Die Kurve (3.3) im projektiven Raum P? wird fiir die Differentialgleichung n-ter Ordnung von
Wilczynski (1905), Reynolds? (1921) und Guggenheimer (1976) verwendet und fiir die Differential-
gleichung 3. Ordnung (L) von Birkhoff (1911), Bol® (1950) und Guggenheimer (1972, 1976).

)12 eines Vektors w von X) und

3.1.1 Die Integralkurve Cin der projektiven Ebene

Im Folgenden wird von diesen Kurven nur die Integralkurve C in der projektiven Ebene P? be-
trachtet. Dabei werden die zweidimensionalen Unterrdume

<C> ={xeX:ex =cxitexmtoxs =0} CX (¢ =(c1,c2,c3) € X\ {0})
des Vektorraums X mit den entsprechenden Geraden

G={[x] €P?:cx=0} cP?
(als Mengen von Punkten) in der projektiven Ebene IP? identifiziert. Fiir einen Punkt P = [x] = [Ax]
e P? (1 # 0) ist der Vektor x = (x1,x2,x3) € X \ {0} nur bis auf einen von Null verschiedenen Faktor

A # 0 bestimmt. Daher werden die projektiven Koordinaten xi, x2, x3 des Punktes P e [P? beziiglich
der Basis e, e, e3 von X als homogene (Punkt-)Koordinaten bezeichnet. Fiir eine Gerade

G= <C> = < ,OC> cP? (p € R\ {0}) ist der Normalenvektor ¢ = (c1,c2,c3) nur bis auf einen von Null

verschiedenen Faktor p # 0 bestimmt. Daher bezeichnet man seine Komponenten c1, ¢z, ¢3 als homo-
gene (Geraden-)Koordinaten (Hyperebenenkoordinaten) der Geraden G.

Heinrich Walter Guggenheimer (1924-2021) war ein deutschstimmiger schweizerisch-US-amerikanischer Mathe-
matiker mit Beitrdgen zur Differentialgeometrie, Topologie, algebraischen Geometrie und Konvexgeometrie.
Clarence Newton Reynolds war ein US-amerikanischer Mathematiker, der 1919 an der Havard University in
Cambridge (USA) promovierte.
Gerrit Bol (1906—1989) war ein niederldndischer Mathematiker, der sich mit Geometrie beschéftigte.

53

R. Pleier, Nullstellenverteilung der Losungen der homogenen linearen Differentialgleichung 3. Ordnung (Distribution of the zeros of solutions of the
ordinary linear differential equation of third order), D-92694 Etzenricht, 1979/2020
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[y (%) ]
Abb. 3.1 Die Integralkurve C in der projektiven Ebene

3.1.2 Die Integralkurve Cin der euklidischen Ebene

Wegen W[y] # 0 ist y(x) # o fiir alle x € J. Es sei jetzt x € J fest gewahlt und o. E. (ohne Einschrén-
kung der Allgemeinheit) y3(x) # 0. Durch die Tilgung der Geraden (des 2-dimensionalen Unterraums
des Vektorraums X)

H:= <e3> ={u=(u,u2,0) € X:ui,ur € R,us =e3u=0}
aus [P? erhilt man die euklidische Ebene
E ={x]€P?:x3=e;xx#0}

={[es+u] €P?:u e A} = {[(u1,u2,1)] : u1, u» € R}
mit der Richtung H der affinen Ebene E (H Ferngerade von F).
Wegen der Voraussetzung esy(x) = y3(x) # 0 liegt der Kurvenpunkt P = [y] = [y(x)] in £ und hat die
kartesischen Koordinaten

Vj=& eR (G=1,2).

Y3
3.1.3 Tangentenvon C

Wegen W[z1,z2]/Wz](x) = y3(x) # 0 gilt (z1(x),z2(x)) # (0,0) in J, sodass die Kurve
x € J b v(x) = (Vi(x),12(x)) € R?
im zugehorigen Koordinatenraum, also in der euklidischen Ebene R?, eine nichtverschwindende Ab-
leitung besitzt und somit eine sog. glatte Kurve ist: Wegen
Vi =i lys - yvstlys® = (s - s ys®
ist ndmlich

j - 200 "D o)

y3(x)°

: _(W[ypyl] Wys,9,]
vV(x) = > >
J/3(x) y3(x)

In E ist die Tangente von C im Kurvenpunkt P = [y] die Menge aller Punkte O = O(4), 1 € R, mit
den kartesischen Koordinaten

v+ Ay (=12
und mit den projektiven Koordinaten

4=+ A )ys=yi+ Ay - Aypstlys G=1.2), q3=ys,
also die Menge der Punkte

O=[y+Ay -12y]eP?, AeR.

Vs

Dabher ist in [P? die zum Kurvenpunkt P = [y(x)] gehdrige Tangente von C gegeben durch die Gerade

[y.y]= (z) mitz=y x y/W[y] (Ly,y")
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(siehe Wilczynski (1905), S. 54, 55; Birkhoff (1911), S. 106; Reynolds (1921), S. 222; Bol (1950),
S. 2, 10): GeméB den Gleichungen (2.9) ist ndmlich das y adjungierte Fundamentalsystem z orthogo-
nal zu y und y* und somit ein Normalenvektor zur Tangente [y,y‘] der Integralkurve C im Kurven-

punkt [y].

3.1.4 Krimmungvon C

Die Kriimmung x(x) der Integralkurve C im Punkt P = [y(x)] € E berechnet sich aus der Parameter-
darstellung in den kartesischen Koordinaten v;(x) zu

i "
W[V'] x v n V n
K(x) = . (3) - 12 22 32 (x)
|V (x)| (Vl' +v,' )
v, v, 1
v' v, 0
w0 _ Wy / y1(x) _ Whylx)
Bl W(X) B ' 3 B 3 32
(Vl T, ) |V (x)| y3(x) |V (x)|
also
Wlyl(x)
(3.4) kx) =—5 5 #0.
¥, (x) [v'(x)|
Denn es ist
(V17V271) :y/y?’a
(vi,v,7,0) =03 =y-lys+y(13),
(Vi%v,%0) =3 =y 1y + 2y (1y3)" +y-(1/3)%,
also

Y/ys | |¥/¥s
WV = Wiyl = |(v/9)'] = |¥'/ys| = WIylys
/v ¥y
Die Kriimmung « der Integralkurve C verschwindet also in der euklidischen Ebene E nirgends.

Falls es ein xo € J mit e3y(x) = y3(xo) = 0 gibt, so trifft die Integralkurve C im Kurvenpunkt P(xo)
= [y(x0)] die Ferngerade H und fiir die Kriimmung « gilt
limx(x) =0:

Denn in einer punktierten J-Umgebung von xo erhdlt man mit den Hilfsgroen

hj:=y3\/'j‘ =yj'_yjy_3 (/=1’2) und

Vs

he=yl v =h+h?
und damit in Abhédngigkeit von den projektiven Koordinaten y1, y», y3 fiir die Kriimmung den Aus-
druck

_ Wyl
W2 -sgny,’

wobei nachfolgend fiir die HilfsgroBe 4 noch der Grenzwert lim 4(x) = oo bewiesen wird.

X—)X(]
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Beweis fiir /(x) — o bei x — xo: Wegen der Nichtnegativitit von /i und /? ist die Behauptung
gezeigt, falls 1> — oo zumindest fiir einen Index k € {1,2} nachgewiesen wird. Zunichst gilt
y;'(x)
y3(x)
fiir die beiden moglichen Fille

1) y3(x0) = 0 # y3°(xo) und

2) y3(xo) = y3*(x0) = 0 # y3"(x0).
Es ist ndmlich im nichttrivialen zweiten Fall bei y3*“(x0) > 0 (und analog bei y3*“(x0) < 0) in einer punk-
tierten J-Umgebung von xo

sgn y3(x) =sgny“(x)=+1 fiir x # xo,

sgny3‘(x) =-1 fiir x < xo,

sgny3‘(x) =+1 fiir x > xo,
somit (wegen der Konstanz der Vorzeichen jeweils in linksseitiger und rechtsseitiger J-Umgebung)

lim =

x%xo

] _ On'sen) _ psenyy _opseny _ pseny ||
| (ysgnyy)  s'senys o wiseny o oyisenyt ]
und nach der Regel von de I’Hospital und Bernoulli*
|y3'(x)| T |y3'(x)|’ T |y3"(x)| _
= = lim——— = 24 =0

li
Y3 (x)| =% Y3 '(x)|

lim
X=X, X=X,

5 (x)|
Weiter gibt es wegen (v1(x0),12(x0),0) = y(x0) # 0 zumindest einen Index k£ € {1,2} mit yi(xo) # 0, so-
mit

lim |, (x)| = lim|y, (x) - yk(x)ys_(x)‘ = lim|y, (x)22 (x)‘ o
o o n@| ol )
und
lim A(x) = lim A, (x)* = co. o

AulBlerdem ergibt sich aus der Formel (3.4) fiir die Kriimmung x{(x), dass im Fall
y3(x0) = 0 # 3°(x0),
d. h. wenn die Integralkurve C die Ferngerade <e3> im Fernpunkt [y(xo)] schneidet, mit der Losung

v3 auch die Kriimmung « in xo das Vorzeichen wechselt (siche Birkhoff (1911), S. 108).
Weiter folgt im Fall

v3(x0) = 13°(x0) = 0 # y3“(x0),
d. h. wenn C die Ferngerade im Fernpunkt [y(xo)] in 1. Ordnung beriihrt, die Kriimmung « in xo eine
Nullstelle ohne Vorzeichenwechsel hat. Die Kriimmung x nimmt also den Wert Null an, wenn die
Integralkurve C die Ferngerade trifft, und x wechselt das Vorzeichen genau dann, wenn die zur Fern-
geraden gehorige Losung von (L), hier in obiger Betrachtung y3, das Vorzeichen wechselt. Der Integ-
ralkurve C der Differentialgleichung (L) entspricht also in jedem hinreichend klein gewéhlten Teilin-
tervall J von J, in welchem wenigstens eine der Losungen y; des Fundamentalssystems y nullstel-
lenfrei ist, beim Riickzug auf die entsprechende euklidische Ebene einer Kurve in der euklidischen
Ebene R? mit der Parameterdarstellung

xedJ o v(x) = (n1(x),12(x)) € R?
mit v; € C*(J) (j=1,2) und nicht verschwindender Kriimmung x bzw. nicht verschwindender
Wronski-Determinante W[v‘] von v*.

4 Die Regel von de I’'Hospital ist benannt nach dem franzosischen Mathematiker Guillaume Frangois Antoine Marquis

de L’Hospital oder L’Hopital (1661—-1704), wurde aber vom Schweizer Mathematiker und Arzt Johann I Bernoulli
(1667—-1748) entdeckt.
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Umgekehrt kann man jede derartige Kurve x € J + v(x) in R? als eine Integralkurve einer Differen-
tialgleichung (L) interpretieren. Man wihlt dazu noch eine beliebige Funktion y3 € C3(J) ohne Null-
stellen in J und setzt

yi=vys e C3(J) fiirj=1,2.
Wegen W[v‘] # 0 ist v* # 0 und somit die zum Funktionentripel y = (y1,)2,)3) gehorige Wronski-De-
terminante W[y] ebenfalls in J von Null verschieden:

Wyl =y W[v]=y’IvVPk#0 in J.
Demnach liefert y = (y1,y2,3) in J ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung
L) Lyl =Wy, 55,31/ W1y]

B2 Y, W y

N Y2 Y3 y

=y pyrgy+ry =0
mit den Koeffizienten

1

y y y
p=-|Y'|/Wlyl, q=+|y"|/Wlyl, r=-|y"|/Wlyl.
yHl yH' yVH

3.1.5 Das begleitende Dreieck von C

Die Multiplikationstabelle (2.14) bedeutet geometrisch, dass in P? die Punkte
[yl [y°] [¥y7]

(2), (D’[2]). (D'[2])
die Ecken und Seiten eines Dreiecks bilden. Zu jedem Kurvenpunkt [y(x)], x € J, der Integralkurve

C erhédlt man damit das sogenannte begleitende Dreieck. Eine grafische Darstellung dieser Situation
gibt die Abbildung 3.2.

und Geraden

Abb. 3.2  Das begleitende Dreieck der Integralkurve C

Im Falle p € C'(J) (und damit z’= D'[z] + pz € C'(J)) bilden auch die Punkte

[v], [y°], [y“+py‘+/¥]
und die Geraden

(), (2"- pz'+ez), (2)
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in [P? die Ecken und Seiten eines Dreiecks, wenn fiir die Funktionen 7, g : / — R noch die Gleichung
f+g=gq-p’ gilt: Es folgt ndmlich aus den Skalarprodukten (2.12) mit
(D'[z]) =z“-pz‘ -pz
und unter Verwendung von (2.9) und (2.10)
yzi=1, yz“=-p, yz'=-q+p +p’
und daraus
Y +py + Mz -pz +gn)=-qFp tf+g
Speziell fiir p =0, f=g= £ erhélt man das begleitende Dreieck von Bol (1950), S. 14, mit den Ecken

2

[yl [y‘], [y“+ % y] und den Seiten (z), <z"+%z>, (z').

3.1.6 Analytische Beschreibung von Inzidenzen in [P?

Inzidenz von Punkt und Gerade
Ordnet man nach Festlegung eines Fundamentalsystems y von (L) und damit auch des dazu adjun-
gierten Fundamentalsystems z von (L") den eindimensionalen Unterrdumen [z] von S* mit

3
z=dz= Y d,z, €5\ {0}
k=1
bijektiv die Punkte [d] € IP? in der projektiven Ebene mit den projektiven Koordinaten di, d2, d; be-
ziiglich des projektiven Koordinatensystems e, €2, €3 (mit den Grundpunkten [e1], [e2], [e3] und dem

Einheitspunkt [e;+ex+e3]) von P? zu, und ordnet man den eindimensionalen Unterrdumen [y] von S
mit

3
y=¢cy= chyk € S\ {o}
k=1
bzw. den zweidimensionalen Unterrdumen S, = [y]* von S* bijektiv die Geraden (¢) in P> mit den
Geradenkoordinaten (Hyperebenenkoordinaten) ci, ¢z, ¢3 zu, so liegt der Punkt [d] auf der Geraden
(¢), d. h. es gilt die Inklusion bzw. Inzidenz
[d]  (¢) bzw. [d] € (¢),
genau dann, wenn fiir die Losungen z=dz € S und y = ¢y € S gemif der Berechnung (2.17) deren
Skalarprodukt Null ist,
(3.5) B[y,z] =ed =0,

also die Losungen y und z orthogonal sind. Dieser geometrischen Interpretation der Orthogonalitat
als Inzidenz liegt die Isomorphie der dualen Raumpaare (S%,S) und (X,X*) zugrunde, wobei

X*=LXR)={¢p: X— R : ¢lineare Abbildung} der Dualraum zu X und <X,qo> = ¢(x) das natiirli-

che Skalarprodukt des dualen Raumpaars (X,X*) ist.” Der Orthogonalitit der eindimensionalen Un-
terrdume [z] € S" und [y] € S im dualen Raumpaar (S*,S) bzw. der eindimensionalen Unterraume
[d] € Xund [c¢] € X* im dualen Raumpaar (X,X*) entspricht also die Inklusion

+ __ 1
[zZ1c S, =D
des eindimensionalen Unterraums [z] und des zweidimensionalen Unterraums [y]" im Vektorraum

S" und die Inzidenz des Punktes [d] mit der Geraden <c> in der projektiven Ebene P?. Fiir die eindi-

5 Der Dualraum zu einem Vektorraum wird behandelt bei Kowalsky (1967), S. 256260, die Isomorphie von dualen

Raumpaaren auf S. 258. Im Rieszschen Darstellungssatz, der nach dem ungarischen Mathematiker Frigyes Riesz
(1880—-1956) benannt ist, wird die eindeutige Darstellung einer auf einem beliebigen endlichdimensionalen euklidi-

schen reellen Vektorraum V definierten Linearform ¢ : ' — R mittels des Skalarprodukts <,> beschrieben: Es ist

v) = ¥V mit einem eindeutig bestimmten y € V. Hier bei X=R” ist jedes ¢ € arstellbar durch (x) = ex mit
(W") it e indeutig besti V. Hier bei X = R? ist jedes ¢ € X* d llbar durch ¢ i

einem ¢ € R3. Frigyes Riesz war ein ungarischer Mathematiker mit wichtigen Beitrigen zur Funktionalanalysis.
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mensionalen Unterrdume (UR) [y] € Sund[z] € ST (y=cy € S\ {0},z=dz € S"\ {o}) werden dabei
also die folgenden bijektiven Zuordnungen verwendet:

[zZ]cS" < [d]cR? < P=[d] eP?
1-dim. UR 1-dim. UR Punkt in proj. Ebene IP?

blcs < DrcS o <c>=[c]lg[R3 <—)G=<c>={[d]§[R3\O:c-d=O}Q[F’2
1-dim. UR 2-dim. UR 2-dim. UR Gerade in proj. Ebene P?

Abb. 3.3  Bijektive Zuordnungen fiir die Interpretation der ein- und zweidimensionalen Unterrdume (UR) von S* als
Punkte und Geraden in der projektiven Ebene P?

Beispielsweise spiegelt sich die Koordinatenberechnung (2.20) bzw. (2.21) fiir die zu zwei linear
unabhiingigen Losungen orthogonale Losung in [P? geometrisch dadurch wider, dass
[d] =[e1 x ¢2]
der Schnittpunkt der beiden voneinander verschiedenen Geraden (¢,) und (c,) ist,
[d] = (c;) N (c,),
bzw. dass
(¢) = (d, xd,)
die Verbindungsgerade der beiden voneinander verschiedenen Punkte [di] und [d2] ist,
<c> = [d1,d2] = [d1] + [d2].

Inzidenz der speziellen Punkte [y*(xo)] mit einer Geraden
Eine Beschreibung der Inzidenzen von speziellen Punkten mit Geraden erhdlt man unter Verwendung
von (2.20) (k=0, 1, 2) mit

z=dz=y®xo)z= (-1)'ul,(,x,) € S\ {o} (xo € J)
und

y=cy € S\ {o}.
Es liegt genau dann die Inzidenz
[y“¥x0)] € (e)
vor, wenn
Bly,z] = ey P(xo) =P (x0) = 0
ist (siche Charakterisierung (2.25) fiir die Inzidenz u; ,(.,x,) € S ). Der zur k-ten Ableitung des
Fundamentalsystems y bei x = xo gehorige Punkt [y*)(xo)] € P? liegt auf der Geraden (¢) genau dann,

wenn die k-te Ableitung y® der zu ¢ gehdrigen Losung y = ¢y bei x = xo eine Nullstelle hat.
Treffpunkt einer Geraden mit der Integralkurve: Insbesondere trifft (fiir £ = 0) die Gerade <c>

die Integralkurve C im Kurvenpunkt [y(xo)] genau dann, wenn y(xo) = 0 flir die Losung y =cy ist
(sieche Birkhoff (1911), S. 111, und vergleiche Neuman (1972), Th.1):

[y(x0)] € <c> & Y(xo0) = 0 fiir die Losung y = ¢y € S.

Im Spezialfall, dass die Gerade (c) durch die Tangente (z(7,)) im Kurvenpunkt [y(f)] gegeben ist,

erhdlt man wegen (2.19) (k = 0) die Charakterisierung fiir einen Treffpunkt einer Tangente mit der
Integralkurve mit der speziellen Losung

y=cy = Az(to)y = Au,(.,t,) (A +0):
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Die Tangente <z(t0)> trifft die Integralkurve C im Kurvenpunkt [y(xo)] genau dann, wenn u, (x,,7,)
=0 ist:

[y(xo)] € (z(t,)) & u,(x,.1,) =0.

Mit der Beziehung (2.1) (j = 2, k=0) u,(x,,t,) = u,(¢,,x,) erhédlt man die dazu dquivalente Bedin-

gung

u, (t,,x,) = 0.
Diese wird nachfolgend auch noch bei der Betrachtung einer durch einen Kurvenpunkt [y(xo)] gehen-
den Tangente <z(t0 )> eines weiteren Kurvenpunkts [y(#)] der Integralkurve hergeleitet. Eine geomet-

rische Darstellung eines Treffpunktes einer Geraden <c> mit der Kurve C und der Spezialfall eines

Treffpunktes einer Tangente mit der Kurve C in einem weiteren Kurvenpunkt wird in Abbildung 3.4
gegeben.

<Z(ln )> < [”z (.,l(, )]

(o) [v]e[y]

[Y(xo)]

Abb. 3.4  a) Schnittpunkt [y(xo)] einer Geraden <c> mit der Integralkurve C: y(xo) = ey(xo) = 0;
b) Schnittpunkt [y( X, )] einer Tangente <Z(t0)> mit der Integralkurve C: u,(x,,t,) = z(to)y(xo0) =0

Inzidenz eines Punktes mit den speziellen Geraden <Dk[z](x0)>
Analog erhilt man nach (2.19) fiir k=0, 1, 2 mit
z=dz e S\ {o}
und
y =Dy = (-Du,, (,x,) € S\ {o} (xo € J)
genau dann die Inzidenz
[d] e (D"[z](x,)),
wenn
B[y,z] = D[z](x0)d = D*[z](x0) = 0
ist (Charakterisierung (2.25) der Inzidenz z € S, ). Auf der zur k-ten verallgemeinerten Ablei-

tung des Fundamentalsystems z bei x = xo gehorigen Geraden <Dk [Z](x0)> C IP? liegt genau dann der

Punkt [d], wenn die k-te verallgemeinerte Ableitung D¥[z] der zu d gehorigen Losung z = dz bei x = xo
eine Nullstelle hat.

Tangente von einem Punkt aus an die Integralkurve: Insbesondere liegt (fiir £ = 0) der Punkt [d]
auf der Tangente <z(x0)> des Kurvenpunkts [y(xo)] genau dann, wenn die Losung z = dz in xo eine

Nullstelle hat:
[d] € (z(x,)) & z(x0) =0 fiir die Losungz=dz € S".
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Im Spezialfall, dass der Punkt [d] durch einen Kurvenpunkt [y(#0)] gegeben ist, erhdlt man wegen
(2.23) (k= 0) eine Charakterisierung einer Tangente von einem Kurvenpunkt aus an die Integral-
kurve mit der speziellen Losung

z=dz = py(to)z = pu; (1,) (e O):
Vom Kurvenpunkt [y(z)] aus gibt es also eine an einem weiteren Kurvenpunkt [y(xo)] anliegende
Tangente <z(x0)> an die Integralkurve C genau dann, wennu, (x,,#,) =0bzw.nach (2.1) (j =2,k=0)

u,(t,,x,) =0ist:

[y(f0)] € <Z(x0)> = “;(xwto) =0 & u, (L, X,) =0.

Der noch speziellere Fall, dass die durch den Punkt [y(#)] gehende Tangente <z(xo)> des Kurven-
punkts [y(xo)] auch noch mit der Tangente <z(t0)> des Kurvenpunkts [y(#)] libereinstimmt, also eine
Doppeltangente

<Z(X0)> = <Z(to)>
vorliegt, wird durch die Bedingung

[2(.x0)] = [u2(.,00)]

charakterisiert. Der weitere speziellere Fall, dass der Kurvenpunkt [y(#)] mit dem Kurvenpunkt
[y(xo0)] libereinstimmt, also ein Doppelpunkt

[y(xo)] = [y(#)]

vorliegt, wird durch die Bedingung

[uy (o x0) 1= [uy (5) ]
charakterisiert. Die Begriindungen hierfiir ergeben sich aus den nachfolgenden Betrachtungen zur
Ubereinstimmung spezieller Geraden bzw. spezieller Punkte fiir k = 0. In der Abbildung 3.5 werden
geometrische Darstellungen gegeben filir den Fall a), dass vom Punkt [d] aus eine Tangente an die
Kurve C existiert, fiir den Fall b), dass vom Kurvenpunkt [y(7, )] aus eine Tangente an C zu einem

anderen Kurvenpunkt [y( X, )] existiert, und fiir den Fall c¢) einer Doppeltangente <z(£o )> = <z(fo)> in
zwei Kurvenpunkten [y(7,)] und [y(%,)].

Abb. 3.5 a) Tangente von [d] aus an C zum Kurvenpunkt [y(xo)]: z(xo) = dz(xo) = 0;
b) Tangente von [y(7,)] aus an C zum Kurvenpunkt [y(X,)]: 3 (x,,%,) = y(to)z(x0) = 0;

¢) Doppeltangente <Z(fco)> = <z(fo)> in den Kurvenpunkten [y(7, )] und [y( X, )]: ua(Z, ,%, ) = u2*(Z, , %, )
=0
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Ubereinstimmung mit den speziellen Geraden <Dk [Z](x0)> bzw. Punkten [y®(xo)]
Firxo € J, k=0, 1,2 gilt mit y = cy € S\ {0} in P? die Geraden-Ubereinstimmung
(¢) = (D'[2)(x,))
bzw. die zugehdrige Normalenvektorgleichung ¢ = AD¥[z](xo) (A # 0) genau dann, wenn fiir die Lo-
sung y € S nach (2.22) die Gleichung y = ey = AD"[z](xo)y = Au,_,(.,x,) erfiillt ist, also in S die ein-

dimensionalen Unterrdaume [y] und [, ,(.,x,) ] libereinstimmen:

(e) = (D'[21(x)) & D=y, (3] fiiry=cy € S\ {o} (k=0,1,2).

Speziell fiir den Index k = 0 erhélt man, dass eine Gerade (¢) mit der Tangente (z(x,)) des Kurven-

punkts [y(xo)] (Berithrpunkt einer Geraden mit der Integralkurve) genau dann iibereinstimmt, wenn
die nichttriviale Losung y = ¢y € S\ {o} ein Vielfaches von u,(.,x,) ist:

(€) = (2(x))) & ]1=1[u,(,x) 1 firy=cy € S\ {o}.
Insbesondere liegt eine Doppeltangente (z(x,)) = (z(t,)) (xo, 0 € J) der Integralkurve C genau dann

vor, wenn die Losungen ux(.,x0) und ux(.,%) linear abhingig sind:

(2(x,)) = (2(1,)) & [ua(.x0)] = [u2(.,10)] (x0, o € J).

Analog gilt mitz=dz € S*\ {0} nach (2.23) in IP? die Punkte-Ubereinstimmung
[d] = [y©(x0)],
genau dann, wenn in S” die Unterrdume [z] und [u; ,(.,x,) ] iibereinstimmen:

[d] = [yP(x0)] & [2] = [u;, (. x,) ] firz=dz € S\ {0} (k=0,1,2).

Speziell fiir den Index & = 0 erhilt man, dass ein Punkt [d] mit dem Kurvenpunkt [y(xo)] genau dann
ibereinstimmt, wenn die nichttriviale Losung z = dz € S\ {0} ein Vielfaches von u; (., x,) ist:

[d] = [y(o)] & [2] = [} (. x,) ] fiir z = dz & §°\ {o}.
Insbesondere liegt ein Doppelpunkt [y(xo0)] = [y(z0)] (xo, o € J) der Integralkurve C genau dann vor,
wenn die Losungen u, (.,x,) und u, (.,Z,) linear abhéngig sind:

[y(x0)] = [y(20)] & [u; (. x0) 1= [ (,15) ] (xo, 0 € J).

Dem zum Kurvenparameter xo € J gehdrigen speziellen Fundamentalsystem
uy (%), uy (X)), Uy (s x,)

von S und dem dazu adjungierten Fundamentalsystem
ug(.,xo) s~ Mf(-,xo) ’ ”;(-»xo)

von S* sind also in der projektiven Ebene IP? die Geraden
(2(x)), (D'[21(x,)). (D[2](x,))

und die Punkte

[y“(x0)], [y*(x0)], [y(x0)]

zugeordnet, also die Seiten und Ecken des begleitenden Dreiecks. Insbesondere ist (fiir £ = 0) der
Losung u,(.,x,) € S die Tangente <Z(x0)> zugeordnet und der Lésung u, (.,x,) € S*der Kurvenpunkt

[y(x0)]. Eine geometrische Darstellung des begleitenden Dreiecks mit den zugeordneten Losungen
wird in Abbildung 3.6 gegeben.



3.1 Geometrische Interpretation der Nullstellen der Lésungen 63

y'(x)]@[uf(.,x)}

<z(x)> <~ ‘:uz (,,\)J I

[u(,(.,x)J J e<D2[Z](X)
[u(; (.,x)] e[y"(X)]

[”1 (.,,X)JL®<DI[Z](X)
[)’(«‘C)]@[uz‘ (.,x)]

Abb. 3.6  Das begleitende Dreieck der Integralkurve C mit den zu den Ecken und Seiten gehorigen Losungen

Beriihrpunkt einer Geraden mit der Integralkurve: Der bei der vorhergehenden Betrachtung spe-
ziell fiir k=0 behandelte Fall, dass eine Gerade <c> die Integralkurve C im Kurvenpunkt [y(xo)]

beriihrt und somit gleich der Tangente <z(x0)> ist, liegt genau dann vor, wenn fiir die Losung y = ¢y

die Ubereinstimmung y = Az(xo)y = Au,(.,x,) , A # 0, gilt, also xo zweifache Nullstelle von y ist (siehe
Birkhoff (1911), S. 117, und vergleiche Neuman (1972), Th.1):

(¢) = (z(x,)) & y(x0) =y (x0) =0, y“(x0) # 0 fiir y = cy € S.

In einer (hinreichend kleinen) punktierten J-Umgebung U (x,) von xo gilt ey(x) = y(x) > 0 im Falle

1*(x0) > 0 bzw. cy(x) = y(x) < 0 im Falle y*“(x0) < 0, sodass die zugehorigen Kurvenpunkte [y(x)] alle
auf ,.einer Seite der Geraden® <c> , d. h. in derselben Halbebene, liegen: Ist ndmlich o. E. y3(x0) > 0

und wegen der Stetigkeit von y3 auch noch y3 >0 in der hinreichend klein gewahlten punktierten
J-Umgebung U (x,) von xo, dann gilt mit den kartesischen Koordinaten
vi=yilys G=12)
fiir alle zur punktierten Umgebung U (x,) gehdrigen Kurvenpunkte (vi(x),v2(x)) beispielsweise im
Falle y*“(xo) > 0 die inhomogene lineare Ungleichung
civi(x) + cava(x) + ¢3 = y(x)/y3(x) > 0.
Dies bedeutet, dass diese Kurvenpunkte alle auf einer Seite der Geraden <c> mit der Gleichung
civitemtea=0
liegen. Ein Beriihrpunkt [y(xo)] einer Geraden <c> mit der Kurve C (<c> = <z(x0)> ) wird in Abbil-

dung 3.5, a) dargestellt.

Schnittpunkt einer Geraden mit der Integralkurve: Bei Vorliegen einer einfachen Nullstelle xo
von y = ¢y dagegen,

y(xo) = 0 # y’(x0),
wechselt y in xo das Vorzeichen und es gilt etwa bei y*(xo) > 0 fiir die Losung y in einer J-Umgebung
von xo

cy(x) = y(x) <0 fiir x <xo und

cy(x) = y(x) > 0 flir x > xo.
Wie oben ldsst sich mit kartesischen Koordinaten begriinden, dass die Gerade (¢) (# (z(x,))) die

Integralkurve C im Kurvenpunkt [y(xo)] schneidet, wobei die zur J-Umgebung von xo gehdrigen Kur-
venpunkte [y(x)] fiir die Parameter x < xo alle auf der einen Seite und die fiir x > xo alle auf der anderen
Seite der Geraden liegen. Ein (echter) Schnittpunkt [y(xo)] einer Geraden <c> mit der Kurve C mit
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dem damit verbundenen Seitenwechsel der Kurve im Kurvenpunkt [y(xo)] beziiglich der Geraden
wird in Abbildung 3.4, a) dargestellt. Er wird folgendermafen charakterisiert:

[y(xo)] € <c> A <c> * <z(x0)> S Y(xo) =0+ ) (xo) fliry=cy € S.
3.1.7 Analytische Charakterisierung geometrischer Eigenschaften von C

Mittels der oben angegebenen analytischen Beschreibung von Inzidenzen lassen sich geometrische
Eigenschaften der Kurve C durch Bedingungen an die Losungen charakterisieren: Das ungeordnete
Paar {c,d} von Kurvenparametern c, d € J, ¢ # d, liefert fiir die Kurve C die nachfolgend in Ta-
belle 3.1 genannten Eigenschaften jeweils genau dann, wenn eine der dazu angegebenen untereinan-
der dquivalenten Bedingungen fiir Lésungen von (L) und (L") erfiillt ist. Die Kurveneigenschaften
(3.6) bis (3.11) sind alle symmetrisch beziiglich dem geordneten Kurvenparameterpaar (c,d), ¢ # d,
d. h. dass mit (c,d) auch das Paar (d,c) die jeweilige Kurveneigenschaft erfiillt. Eine Veranschauli-
chung dieser geometrischen Eigenschaften wird in der Abbildung 3.7 im Anschluss an den Beweis
der Charakterisierungen angegeben.

Tab.3.1 Aquivalente analytische Charakterisierungen spezieller geometrischer Eigenschaften der Integralkurve

(3.6) Doppelpunkt (Selbsttreffen, DP) D [us(,0)]1=[us(.d);
V= @) ) 45 (de) = D' die) =
3) ux(c,d)=ui(c,d)=0.
(3.7) Doppeltangente (DT) 1) [u2.,0)] = [u2(.,d)];
(2(e)) = (2(d)) 2) 1(d.) = w'(dc) = 0;
3) u,(c,d) =u/(c,d) =0.
(3.8) Doppelpunkt oder Doppeltangente, 1) ux(d,c) = uz(c,d)=0;
[¥(d)] € {z(c)) A [y(c)] € (z(d)) 2) u,(c,d) = u,(d,c) =0;
3 verschiedene Fille: 3) u,(c,d) =u, (c,d) =0 oder
a) [y(©)] = [y(@)] = (z(c)) N (z(d)) u(d,c) = ua' (dyc) = 0;
b) [y(©).y(d)] = (z(c)) = (2(d)) 4) [u,(.c)1=[u, (.d) ] oder [ua(.c)] =
O @) = V()] € (2(0)) = (e(d) LDl
(3.9) Doppelpunkt und Doppeltangente D [ (,0)]=[us(d)] A [ua(..0)] = [ua(.,d)];

(Selbstberiihrung(spunkt), SBP)

+ d, _ 1 ;r d, _
V(O] = [y(d] & (z(c)) = (2()) 2) u;(d,c) = D'[u;)(d,c) =0

=w(c,d) =ur’(¢,d);
3) ux(c,d) =ux’(c,d) =ui(c,d)=0;
4) uy(d,c) = D'[uy)(d,c) = u(d,c) =0;

5) u,(d,c) =ui(c,d)=0=uxd,c)=u (c,d).

(3.10) Doppelpunkt und keine Doppeltangepte D [u;(0)]1=[us(d)] A [ua(.0)] # [ua(.,d)];
(echte Selbstschneidung, Selbstschnei- 2) w(d,e) = ul'(dye) = 0 % w(dic):

dung(spunkt), SSP) : . )
V(O] = [y@)] = (2() N (2(d) 3) w(dc) =D, () =0+ u(c,d);
4) uz(c,d)=uxd,c) =0 # u2’(d,c);

5) w,(d.c) =u(c,d)=0+ u(c,d).

(3.11) Doppeltangente und kein Doppelpunkt | 1) [ua(.,c)] = [u2(.,d)] A [u5 (..0) ] # [u; (. d) ;
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[v(c),y(d)] = <z(c)> = <z(d)> 2) ux(d,c) = ux'(d,c) = ux(c,d) = u2*(c,d) =0
+ u, '(d,c);

3) u(d,c)=ux'(d,c) =0+ ui(c,d);

4) uy(c,d) =u;(d,c) =0+ D'[u;](d,c);

5) ud,c)=u; (c,d) =0 % ui(c,d).

Beweis von (3.6): Die Begriindung der Charakterisierung 1) fiir einen Doppelpunkt (Selbsttreffpunkt)
der Kurve ergibt sich aus der in Abschnitt 3.1.6 durchgefiihrten Betrachtung zur Ubereinstimmung
mit den speziellen Punkten [y*)(xo)] fiir £ = 0. Demnach ist mit z = dz € S" die Bedingung

[y(c)] = [d] = [y(d)]

dquivalent zu

[u;(.0)] = [2] = [u (. d)].
Die Charakterisierung 2) beschreibt 1) durch Anfangsbedingungen der Losung u, (.,¢) an der Stelle
d. Die Charakterisierung 3) iibersetzt 2) mittels der Beziehung (2.1) fiir die speziellen Losungen
uj(-xo) und u, (., x,).

Beweis von (3.7): Die Charakterisierung 1) fiir eine Doppeltangente erhdlt man aus der in Ab-
schnitt 3.1.6 durchgefiihrten Betrachtung zur Ubereinstimmung mit speziellen Geraden fiir £ = 0. Die
Charakterisierung 2) beschreibt 1) durch Anfangsbedingungen der Lésung u2(.,c) an der Stelle d. Die
Charakterisierung 3) libersetzt 2) mittels der Beziehung (2.1) fiir die speziellen Losungen u;(.,x0) und

u (.,x,).

Beweis von (3.9): Die Charakterisierung 1) fiir das gleichzeitige Auftreten eines Doppelpunkts und
einer Doppeltangente (Selbstberiihrung(spunkt) der Kurve) ergibt sich aus den Charakterisierungen
1) von (3.6) und (3.7). Wie bei den Beweisen von (3.6) und (3.7) erhilt man aus 1) auch die Charak-
terisierungen 2) und 3) durch Beschreibung mit Anfangsbedingungen bzw. durch Ubersetzung mittels
(2.1).

Beweis von (3.10): Die Charakterisierung 1) fiir das Auftreten eines Doppelpunkts ohne Doppeltan-
gente (Selbstschneidungspunkt, (echter) Schnittpunkt der Kurve) ergibt sich aus der Charakterisie-
rung 1) von (3.6) und der Verneinung der Charakterisierung 1) von (3.7). Die Charakterisierung 2)
beschreibt 1) durch Anfangsbedingungen der Losungen u, (.,¢), u, (.,d), us(.,c) und ux(.,d) an den

Stellen ¢ und d. Die Charakterisierung 3) beschreibt den Doppelpunkt durch die Charakterisierung 2)
von (3.6) und tiibersetzt die Bedingung “+ 0” von (3.10), 2) (keine Doppeltangente) mittels der Be-
ziehung (2.1) (j = 2, k = 1). Die Charakterisierung 4) ergibt sich aus der Charakterisierung 1) des Falls
(3.8) Doppelpunkt oder Doppeltangente mit Ausschluss der Doppeltangente gemal3 der Charakteri-
sierung 2) von (3.7).

Beweis von (3.11): Die Charakterisierung 1) fiir das Auftreten einer Doppeltangente ohne Doppel-
punkt ergibt sich aus der Charakterisierung 1) von (3.7) Doppeltangente und der Verneinung der
Charakterisierung 1) von (3.6) Doppelpunkt. Die Charakterisierung 2) beschreibt 1) durch Anfangs-
bedingungen der Losungen ua(.,c), ux(.,d), u, (.,¢) und u, (.,d) an den Stellen ¢ und d. Die Charak-

terisierung 3) beschreibt die Doppeltangente durch die Charakterisierung 2) von (3.7) und die Bedin-
gung “kein Doppelpunkt” mittels der Charakterisierung (3.6), 3). Die Charakterisierung 4) ergibt sich
aus der Charakterisierung 1) des Falls (3.8) Doppelpunkt oder Doppeltangente mit Ausschluss des
Doppelpunkts mittels der Charakterisierung (3.6), 2).

Beweis von (3.8): Die Kurveneigenschaft (3.8)
[¥(d)] € (2(c)) A [y(0)] € (2(d))
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besagt, dass der Kurvenpunkt [y(d)] auf der Tangente (z(c)) des Kurvenpunkts [y(c)] liegt und der
Kurvenpunkt [y(c)] auf der Tangente <z(d )> des Kurvenpunkts [y(d)] liegt. Mit der in Abschnitt 3.1.6

hergeleiteten analytischen Beschreibung des Falls, dass eine Tangente <z(t0)> die Integralkurve C im

Kurvenpunkt [y(xo)] trifft, erhdlt man die Charakterisierungen 1) und 2) fiir (3.8): Es ist sowohl d eine
Nullstelle und ¢ eine zweifache Nullstelle der Losung ux(.,c) als auch ¢ eine Nullstelle und d eine
zweifache Nullstelle der Losung ux(.,d). Die dquivalente Formulierung fiir Lésungen in S* lautet, dass

sowohl ¢ eine Nullstelle und d eine zweifache Nullstelle der Losung u, (.,d) als auch d eine Nullstelle
und c¢ eine zweifache Nullstelle der Losung u;, (.,c) ist.
Es wird zunéchst gezeigt, dass im Fall (3.8) u2(d,c) = 0 = uz(c,d), u, (d,c) =0=u,(c,d) die beiden
Losungen ua(.,¢) und u, (.,¢) nicht beide gleichzeitig bei d eine einfache Nullstelle aufweisen. Im
Fall, dass d einfache Nullstelle von ux(.,c) ist (u2(d,c) # 0), ist ndmlich [u2(.,c)] # [u2(.,d)] und
dim [u2(.,¢),u2(.,d)] = 2. Da auBerdem mit z; := u, (.,c¢) und z2 :== u, (.,d) aus den Gleichungen zi(c)
=zi(d) =0, z2(c) =z2(d) =0 nach (2.25) (j=0) die Relationen zi L u(.,c), uz(.,d) und z»
1 ua(.,c), ua(.,d) folgen, erhélt man die Ubereinstimmung

[z1] = [u2(.,0) 12, )]+ = [22],
also [u, (.,¢) 1=[u, (.,d) ], sodass d eine zweifache Nullstelle von u, (.,c) ist und die Stellen ¢ und d
einen Doppelpunkt liefern.
Analog folgt im Fall, dass d einfache Nullstelle von u; (.,c) ist, mit yi = u2(.,c) und y2 == ua(.,d) aus
y1(c) = y1(d) = 0, y2(c) = y2(d) = 0 die Ubereinstimmung

1l = [u, (), u, (d) - = D2l
also [u2(.,c)] = [u2(.,d)], sodass d eine zweifache Nullstelle von ux(.,c) ist und die Stellen ¢ und d eine
Doppeltangente liefern.
Hinsichtlich der Vielfachheit der Nullstellen konnen also nur die folgenden drei Fille a), b) und c)
eintreten:

a) Es sind ¢ und d jeweils zweifache Nullstellen von u, (.,¢) und u;, (.,d) , d einfache Nullstelle von
ua(.,¢) und ¢ einfache Nullstelle von ux(.,d), sodass [u, (.,¢) 1= [u, (..d) ] und [u2(.,c)] # [u2(.,d)] gilt

und der Fall (3.10) eines Doppelpunkts ohne Doppeltangente (Selbstschneidungspunkt, echter
Schnittpunkt der Kurve) vorliegt.
b) Es sind ¢ und d jeweils zweifache Nullstellen von ux(.,c) und ux(.,d), d einfache Nullstelle von

u, (.,¢) und c einfache Nullstelle von u, (.,d), sodass [u(.,c)] = [u2(.,d)] und [, (.,¢) ] # [u, (.,d) ]
gilt und der Fall (3.11) einer Doppeltangente ohne Doppelpunkt vorliegt.

¢) Es sind ¢ und d jeweils zweifache Nullstellen der Lésungen u, (.,¢), u, (.,d), ua(.,c) und us(.,d),
sodass [u, (.,¢)] =[u, (.d) ] und [ua(.,c)] = [u2(.,d)] gilt und der Fall (3.9) eines Doppelpunkts mit
Doppeltangente vorliegt.

Bei der Fallunterscheidung kann man anstelle der analytischen Formulierung mit den Lésungen auch
geometrisch mit den Objekten Punkt und Gerade argumentieren. Da stets die Kurvenpunkte auch auf

ihrer Tangente liegen, also auch [y(c¢)] € <z(c)> und [y(d)] € <z(d )> gilt, ist (3.8) zunéchst dquiva-
lent zur Unterraum-Inklusion

[y(c).y(@)] C (2(c)) N (z(d)).
a) Falls die Tangenten <z(c)> und <z(d )> voneinander verschieden sind, fallen die Kurvenpunkte

[y(c)] und [y(d)] zusammen und sind gleich dem Schnittpunkt dieser Tangenten, sodass der Fall
(3.10) eines Doppelpunkts ohne Doppeltangente vorliegt:

[¥(0)] = [y(@)] = (2(c)) N ((d)).
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b) Falls die Kurvenpunkte [y(c)] und [y(d)] voneinander verschieden sind, fallen die Tangenten
<z(c)> und <z(d)> zusammen und sind gleich der Verbindungsgeraden dieser Punkte, sodass die

Eigenschaft (3.11) einer Doppeltangente ohne Doppelpunkt vorliegt:

[¥(e).y(@)] = (z(c)) = (2(d)).
c) Falls sowohl die Kurvenpunkte [y(c)] und [y(d)] zusammenfallen als auch die Tangenten <z(c)>
und <Z(d )> zusammenfallen, liegt der Fall (3.9) eines Doppelpunkts mit Doppeltangente vor:

[y(0)] = [y(@)] C (z(c)) = (z(d)) .

Die drei verschiedenen Fiélle (3.9), (3.10) und (3.11) sind also genau die moglichen Spezialfille
von (3.8). O

a) b)
c, 1) c,2)
Abb. 3.7 Eine Integralkurve C mit a) einem Selbstschneidungspunkt (Doppelpunkt ohne Doppeltangente), b) einer

Doppeltangente ohne Doppelpunkt, c, 1) einem Selbstberiihrungspunkt (Doppelpunkt und Doppeltangente)
ohne Selbstdurchsetzung und c, 2) einem Selbstberiihrungspunkt mit Selbstdurchsetzung

3.1.8 Geometrische Beschreibung der Klassen C/(J), C\(J), C/*(J), C}*(J),
D(J)

Fiir die Differentialgleichung (L) gilt die Klassenzugehorigkeit
Le C/(J) bzw. L € Cj;(J) (k=0,1,2)
geméil der Definition genau dann, wenn
-D*ul(x,t) >0 fiirallex, t € Jmitx <t bzw.
ul(x,6) >0 firallex, t € Jmitx >t
ist, und dann nach der Beziehung (2.24) (-1)"u{" (x,t) = y®(x)D™[z]() mit m = 0 genau dann, wenn

fiir die angegebenen x die Relation y®(x)z(¢) # 0 gilt bzw. der Punkt [y®(x)] nicht auf der Tangente
(2(1)) liegt:
L e Cf(J) bzw. L € Cj;(J) gilt genau dann, wenn die folgende Aussage gilt:
[yO)] & (z(1)) fir alle x, f € Jmitx <t bzw. x> f.

Weiter gilt fiir die Differentialgleichung (L") die Klassenzugehérigkeit
Lte C"(J)) bzw. LT e Ci'(J) (k=0,1,2),
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nach (2.24) (mit Vertauschen von m und £ und dann mit m = 0) genau dann, wenn fiir die angegebenen
x die Relation y(x)D¥[z](¢) # 0 gilt bzw. der Punkt [y(x)] nicht auf der Geraden <Dk[z](t)> liegt:

L* e C"(J) bzw. L™ e Cj;"(J) gilt genau dann, wenn die folgende Aussage gilt:
[y()] & (D'[z](1))  fiirallex, e Jmitx <t bzw. x>t

Zur Begriindung beipielsweise der Aussagenrichtung (k= 0)

[y(0)] & (2(1)) = u,(x,t) >0 firx <t
ist anzumerken, dass zunédchst aus der Voraussetzung nur u,(x,#) # 0 (statt > 0) fiir x <7 folgt. Da
aber in einer punktierten Umgebung von ¢ aufgrund der Anfangswerte von u,(.,¢) die Ungleichung
u,(x,t) > 0 erfiillt ist, gilt sie wegen der Stetigkeit von u,(.,#) dann auch fiir alle x < ¢. Entsprechende
Vorzeicheniiberlegungen gelten auch fiir die anderen Aussagen.

Bei der geometrischen Beschreibung der Klasse Ci(J) (k= 0) liegt fiir jedes x € J der Kurvenpunkt
[y(x)] auf keiner Tangente der zum nachfolgenden Kurvenstiick gehdrenden Schar von Tangenten

<z(t)> ,t>x,t € J. Gleichbedeutend dazu ist, dass jede Tangente <z(t)> das vorhergehende Kurven-
stiick [y(x)], x < ¢, nicht trifft. Demzufolge liegt insbesondere der Kurvenpunkt [y(?)] (e <z(t)> ) nicht

auf dem vorhergehenden Kurvenstiick. Es tritt also kein Selbsttreffen der Kurve C auf. Beachtet man
fiir den vorliegenden Fall L € Ci(J) noch die Vorzeichenverteilung der Losungen u(.,¢) im Bereich
x <t,

w(x,t)>0firx <t x, teJ,
so ergibt sich geometrisch (man vergleiche hierzu das lokale Verhalten der Kurve C bei einem Be-
rihrpunkt einer Geraden <c> mit der Kurve C in Abschnitt 3.1.6) hier global, dass beziiglich jeder

Tangente <Z(t)> ,t € la,b[, das vorhergehende Kurvenstiick {[y(x)] : x <t} jeweils auf derselben Seite

der Tangente liegt. Insbesondere liegt dann fiir jeden Kurvenpunkt [y(?)] (e <z(t)> ) das vorherge-
hende Kurvenstiick {[y(x)] : x < ¢} jeweils auf derselben Seite des ab [y(#)] folgenden Kurvenstiicks.
Ein fritherer Kurvenpunkt [y(x)], x <¢, liegt in dem von der nachfolgenden Tangentenschar <z(t)>

begrenzten Bereich. Die Integralkurve C mit nicht verschwindender Kriimmung in der euklidischen
Ebene hat somit eine ,,von innen herkommende* bzw. ,,nach aulen fortlaufende Spiralform ohne
Selbstberiihrung.

Weiter liegt bei einer Kurve C der Klasse Cn(J) fiir jedes x € J der Kurvenpunkt [y(x)] auf keiner
Tangente der zum vorhergehenden Kurvenstiick gehdrenden Schar von Tangenten <Z(l)> Jt<x,t el
Gleichbedeutend dazu ist, dass jede Tangente <Z(l)> das nachfolgende Kurvenstiick [y(x)], x > ¢,

nicht trifft. Insbesondere tritt auch hier kein Selbsttreffen der Kurve C auf. Beachtet man fiir den
vorliegenden Fall L € Cu(J) noch die Vorzeichenverteilung der Losungen ux(.,) im Bereich x > ¢,
w(x,t)>0flirx>t,x,t e J,

so ergibt sich geometrisch, dass beziiglich jeder Tangente <Z(t)> , t € la,b[, das nachfolgende Kur-
venstiick {[y(x)] : x >t} jeweils auf derselben Seite der Tangente liegt. Insbesondere liegt dann fiir
jeden Kurvenpunkt [y(?)] (€ <z(t)> ) das nachfolgende Kurvenstiick {[y(x)] : x > ¢} jeweils auf der-
selben Seite des vorhergehenden Kurvenstiicks. Ein nachfolgender Kurvenpunkt [y(x)], x > ¢, liegt
in dem von der vorhergehenden Tangentenschar <z(t)> begrenzten Bereich. Die Integralkurve C hat

somit eine ,,nach innen fortlaufende* Spiralform ohne Selbstberiihrung.

Insgesamt gilt also
L e Ci(J)U Cn(J)
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genau dann, wenn die Integralkurve C eine der beiden Spiralformen ohne Selbstberiihrung bzw. ohne
Selbsttreffen hat. Eine geometrische Darstellung der jeweiligen Spiralform ohne Selbsttreffen fiir die
Klasse Ci(J) mit nach auBlen fortlaufender Spiralform und die Klasse Cpn(J) mit nach innen fortlau-
fender Spiralform wird in der Abbildung 3.8 gegeben. In der Abbildung wird fiir die Klassenzugeho-
rigkeit L € Ci(J) auch C € Ci(J) geschrieben und analog fiir die anderen Klassen.

a) b)

CeC(J)

Abb. 3.8 Eine Integralkurve C mit Spiralform ohne Selbsttreffen fiir a) die Klasse Ci(J) mit nach aulen verlaufender
Spiralform und b) die Klasse Cii(J/) mit nach innen verlaufender Spiralform

Die noch speziellere Klassenzugehorigkeit

L e D(J) = Ci(J) N Cu(J),

also nach Satz 4.2 die Diskonjugiertheit der Differentialgleichung, gilt genau dann, wenn
ur(x,t) = u, (t,x) =yx)z(f)z0 firx #¢,x,t € J,

ist, also fiir jedes x € J der Kurvenpunkt [y(x)] nur auf der Tangente <Z(x)> und auf keiner der ande-
ren Tangenten <z(l)> ,x#t x,teJ,der Kurve C liegt. Geometrisch bedeutet das gleichzeitige Vor-
liegen der beiden Spiralformen, dass jede Tangente <z(t)> das vorhergehende und das nachfolgende
Kurvenstiick [y(x)], x # ¢, nicht trifft:

L € D(J) gilt genau dann, wenn die folgende Aussage richtig ist:

[y(x)] ¢ <z(t)> firx=t,x,teJ.

Eine geometrische Darstellung dieser speziellen Spiralform fiir die Klasse D(J) gibt Abbildung 3.9.

CeD(J)

Abb. 3.9  Eine Integralkurve C mit der speziellen Spiralform der Klasse D(J) = Ci(J) N Cu(J)
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3.1.9 Geometrische Beschreibung der Klassen Ki(J), Ku(J), K, (J), K;(J)

Fiir ein beliebiges Intervall J gilt die Klassenzugehorigkeit

L € Ki(J) (bzw. L € Ku(J))
definitionsgemél genau dann, wenn fiir jedes ¢ € J die Losung ux(.,f) € S keine einfache Nullstelle
x € Jmit x <t (bzw. x > ¢) besitzt, wenn also eine Nullstelle x <z von ux(.,f) = y(.)z(¢) sogleich eine
zweifache Nullstelle ist und daher

[t2(.,x)] = [u2(.,0)]
gilt. Geometrisch bedeutet dies, dass ein Treffpunkt [y(x)] der Tangente (z(s)) mit der Kurve C im
Bereich x <t (bzw. x > t) kein (echter) Schnittpunkt, sondern ein Beriihrpunkt der Tangente <Z(t)>
mit der Kurve C ist. Es liegt also der Fall (3.7) einer Doppeltangente der Kurve C vor:

<z(x)> = <z(t)> )
Falls also der Kurvenpunkt [y(x)] auf einer Tangente der zum nachfolgenden (bzw. vorhergehenden)
Kurvenstiick gehorenden Schar von Tangenten <z(t)> ,teJ, t>x (bzw. t <x), liegt, tritt im Falle

L € Ki(J) (bzw. L € Ku(J)) gleich die Doppeltangente <z(x)> = <Z(t)> auf:

L € Ki(J) (bzw. L € Kn(J)) gilt genau dann, wenn die folgende Aussage richtig ist:
[y()] € (z(0)) fiirx, t € J,x <t (bzw.x >1) = (z(x)) = (z(1)).

Als Spezialfall ergibt sich im Fall L € Ki(J) U Ku(J)) die Folgerung, dass bei einem Selbsttreffen
([y()] = [y(»)]) der Kurve C, bei dem insbesondere auch die Inzidenzen [y(x)] € <z(t)> und [y(?)]

e (z(x)) gelten, sogleich ein Selbstberithrungspunkt (SBP) vorliegt: [y(x)] = [y()] A (z(x)) = (z(7))

Im Fall L € Ki(J) U Ku(J)) gilt die Aussage:
[y®)]=[y®] fiirx,t e Jx £t = (2(x)) = (2(7)).

Analog erhélt man eine geometrische Formulierung fiir die Klassenzugehorigkeit zu K, (J) und
K (J). Zunéchst gilt

L' e K[ (J) (bzw.L" € K} (J))
definitionsgemiB genau dann, wenn fiir jedes ¢ € J die Losung u, (.,7) € S" keine einfache Nullstelle
x € Jmit x <t (bzw. x > ) besitzt, wenn also eine Nullstelle x <z von u, (.,#) =y(¢)z(.) sogleich eine
zweifache Nullstelle ist und daher

[u; (x)]1=[u, (,0)]
gilt. Geometrisch bedeutet dies, dass ein Treffpunkt [y(#)] der Tangente <Z(x)> mit der Kurve C im

Bereich t > x (bzw. ¢ < x) ein Doppelpunkt der Kurve C ist (Fall (3.6)):
[y(®)] = [y()]-

Falls also der Kurvenpunkt [y(¢)] auf einer Tangente der zum vorhergehenden (bzw. nachfolgenden)
Kurvenstiick gehdrenden Schar von Tangenten <Z(x)> ,x €J,x<t (bzw. x> 1), liegt, tritt im Falle

L" e K/ (J) (bzw. L™ € K;(J)) gleich der Doppelpunkt [y(7)] = [y(x)] auf:

L" e K[(J) (bzw. L* € K} (J)) gilt genau dann, wenn die folgende Aussage gilt:
[y(®)] € (z(x)) fiirx, t € J, > x (bzw. t <x) = [y()] = [y®)].
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Als Spezialfall ergibt sich fiir den Fall L" € K[ (J) U K, (J) die Folgerung, dass bei einer Doppel-
tangente <z(x)> = <z(t)> der Kurve C, bei der insbesondere auch die Inzidenzen [y(?)] <z(x)> und
[y(x)] € <z(t)> vorliegen, sogleich ein Selbstberiihrungspunkt (SBP) auftritt:

ImFall L" € K (J) U K (J) gilt die Aussage:
(z(x)) = (2(0)) fiirx, t e J,x # ¢ = [y()] = [y®)].

Speziell fiir das offene Intervall ]a,h[ konnen bei den Charakterisierungen der Klassenzugehorigkei-
ten die in Abschnitt 2.5.3 angegebenen Aquivalenzen von L € Ki(Ja,b[) mit L* € K| (Ja,b[) und von
L e Ku(Ja,b[) mit L™ € K, (Ja,b[) verwendet werden. Die Klassenzugehorigkeit wird dann dadurch

charakterisiert, dass ein im vorhergehenden bzw. nachfolgenden Kurvenstiick gelegener Treffpunkt
einer Tangente sogleich ein Selbstberiihrungspunkt (Fall (3.9) von Doppelpunkt und Doppeltangente)
der Kurve C ist:

L € Ki(]a,b]) (bzw. L € Ku(]a,b[)) gilt genau dann, wenn die folgende Aussage gilt:
[y()] e (2(r)) fiirx, t € Ja,b, x <t (bzw.x>1) = (2(x)) = (2(1)) A [y(x)] = [y(®)].
L" e K/ (a,b) (bzw. L" € K; (Ja,b[)) gilt genau dann, wenn die folgende Aussage
richtig ist:

[y(0)] € (2(x)) firx, t € Ja,b[, t > x (bzw. t <x) = [y()] = [y(x)] A (z(?)) = (z(x)).

Bei diesen Charakterisierungen der Klassenzugehorigkeiten sind dann auch die in Abschnitt 2.5.3
angegebenen Aquivalenzen wieder ersichtlich.

Beweis fiir die Aussagen zum offenen Intervall: Zum Beweis der Charakterisierungen ist nur noch
zu zeigen, dass ein Treffpunkt einer Tangente im betreffenden Kurvenstiick auch ein Selbstberiih-
rungspunkt der Kurve ist. Der Beweis wird nur fiir die Fille L € Ki(Ja,b[) und L* € K, (Ja,b[) ge-

filhrt. Der Beweis fuir die beiden anderen Fille L € Ku(Ja,b[) und L € K, (Ja,b[) verlduft analog
oder ergibt sich aus den oben angegebenen Aquivalenzen fiir die Klassenzugehdrigkeiten.

a) Es sei L € Ki(Ja,b[) und [y(x)] ein Treffpunkt der Tangente <z(t)> mit x, ¢t € Ja,b[ und x < [y(x)]
€ <z(t)> . Eine grafische Darstellung dieser Situation ist in Abbildung 3.10, a) gegeben. Nach dem

oben bereits fiir ein beliebiges Intervall J Bewiesenen liegt dann die Doppeltangente <z(x)> = <z(t)>
vor. Wegen des in Abschnitt 2.5.3 bewiesenen Zusammenhangs (2.3) der Klassen Kjund Ky von (L)
mit den Klassen K, und K, von (L") fiir das offene Intervall ]a,b[ gilt hier auch L* e K (Ja,b[) .
Somit liegt nach dem oben fiir ein beliebiges Intervall J Bewiesenen (mit vertauschten Kurvenpara-
metern x und ¢) hier bei L™ € K,; und der Inzidenz [y(x)] € <Z(t)> auch der Doppelpunkt [y(x)] =

[y(#)] vor. Eine weitere Begriindung hierfiir liefert die obige Folgerung aus dem Vorliegen der Dop-
peltangente im Fall L™ € K, (J) U K (J). Es liegt damit insgesamt ein Selbstbertihrungspunkt vor.

Wenn also die Tangente <Z(t)> eines Kurvenpunkts [y(#)] das vorhergehende Kurvenstiick im Kur-

venpunkt [y(x)] (x, ¢ € Ja,b[, x <t) trifft, so liegt sogleich ein Selbstberiihrungspunkt [y(x)] = [y(?)]
mit (z(x)) = (z(r)) vor. Insbesondere schneidet nach der obigen Folgerung fiir den Fall

L € Ki(J) U Kn(J)) die Kurve C mit dem Kurvenpunkt [y(#)] nicht das vorhergehende Kurvenstiick
in einem Kurvenpunkt [y(x)] (x, ¢ € Ja,b[, x <?).
Beachtet man fiir den vorliegenden Fall L € Ki(]a,b[) noch die Vorzeichenverteilung der Losungen
uo(.,¢) im Bereich x <z,

w(x,t) >0 firx<tx, t € la,b|,
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so ergibt sich geometrisch (vergleiche das lokale Verhalten der Kurve C bei einem Beriihrpunkt einer
Geraden <c> mit der Kurve C in Abschnitt 3.1.6) hier global, dass beziiglich jeder Tangente <z(t)> ,

t € la,b[, das vorhergehende Kurvenstiick {[y(x)] : x <t} jeweils auf derselben Seite der Tangente
oder auf der Tangente liegt. Insbesondere liegt dann fiir jeden Kurvenpunkt [y(?)] (€ <z(t)> ) jeder
beliebige Punkt [y(x)] des vorhergehenden Kurvenstiicks {[y(x)] : x < ¢} jeweils auf derselben Seite
des nachfolgenden Kurvenstiicks oder auf ihm selbst. Ein fritherer Kurvenpunkt [y(x)], x <¢, liegt in
dem von der nachfolgenden Tangentenschar <z(l)> begrenzten Bereich. Die Integralkurve C mit nicht

verschwindender Kriimmung in der euklidischen Ebene hat somit im Parameterbereich ]a,b[ eine
nach auflen verlaufende Spiralform mit moglicher Selbstberiihrung.

b) Es sei L' € K, (Ja,b[) und [y(¢)] ein Treffpunkt der Tangente <z(x)> mit x, ¢ € Ja,b[ und 7> x:
[y(®)] € <Z(x)>. Eine grafische Darstellung dieser Situation ist wegen L € Ku(]a,b[) in Abbildung

3.10, b) gegeben. Nach dem oben bereits fiir ein beliebiges Intervall J Bewiesenen liegt dann der
Doppelpunkt [y(¢)] =[y(x)] vor. Da nach Abschnitt 2.5.3 beim offenen Intervall ]a,b[ auch
L € Ku(]a,b]) gilt, liegt nach dem oben fiir ein beliebiges Intervall J/ Bewiesenen (mit vertauschten x
und #) auch die Doppeltangente <Z(l)> = <z(x)> und insgesamt ein Selbstberiihrungspunkt vor. Wenn

also die Tangente <Z(x)> eines Kurvenpunkts [y(#)] das nachfolgende Kurvenstiick im Kurvenpunkt
[y()] (x <7?) trifft, so liegt sogleich ein Selbstberiihrungspunkt [y(#)] = [y(x)] mit <z(t)> = <z(x)> vor.

Insbesondere schneidet C im Kurvenpunkt [y(x)] nicht das nachfolgende Kurvenstiick in einem Kur-
venpunkt [y(?)] (£ > x).
Beachtet man fiir den vorliegenden Fall L € Ku(]a,b[) noch die Vorzeichenverteilung der Losungen
u>(.,t) im Bereich x > ¢,

w(x,t) 20 firx >t x,t € la,bl,
so ergibt sich geometrisch, dass beziiglich jeder Tangente <Z(t)> , t € la,b[, das nachfolgende Kur-

venstiick {[y(x)] : x > ¢} jeweils auf derselben Seite der Tangente oder auf der Tangente liegt. Insbe-
sondere liegt dann fiir jeden Kurvenpunkt [y(?)] (e <Z(l)> ) jeder beliebige Punkt [y(x)] des nachfol-

genden Kurvenstiicks {[y(x)] : x > ¢} jeweils auf derselben Seite des vorhergehenden Kurvenstiicks
oder auf ihm selbst. Ein nachfolgender Kurvenpunkt [y(x)], x > ¢, liegt in dem von der vorhergehen-

den Tangentenschar <Z(t)> begrenzten Bereich. Die Integralkurve C hat somit im Parameterbereich

]a,b[ eine nach innen verlaufende Spiralform mit moglicher Selbstberiihrung. O

Falls bei der Klassenzugehorigkeit L € Kia,b[ fiir das offene Intervall ]a,b[ eine Tangente die Kurve
C in einem vorhergehenden Kurvenpunkt trifft, ist dieser Treffpunkt der Tangente mit dem vorher-
gehenden Kurvenstiick zunichst kein Schnittpunkt der Tangente mit der Kurve, sondern ein Bertihr-
punkt der Tangente mit der Kurve (Doppeltangente). Weiter ist dieser Treffpunkt der Tangente auch
ein Doppelpunkt der Kurve und dann insgesamt ein Selbstberiihrungspunkt und kein Selbstschnei-
dungspunkt der Kurve. Insbesondere wird ein Kurvenpunkt [y(#)] vom vorhergehenden Kurvenstiick
im Kurvenpunkt [y(x)] hochstens beriihrt, aber nicht geschnitten. Fiir jeden Kurvenpunkt [y(¢)] gilt,
dass das vorhergehende Kurvenstiick auf derselben Seite der Kurve C oder auf C liegt. Eine Tangente
der Kurve kann aber in diesem Fall das nachfolgende Kurvenstiick schon schneiden.

Analoges gilt im Fall L € Kua,b[ fiir das offene Intervall ]a,b[, bei dem jede Tangente das nachfol-
gende Kurvenstiick hochstens in einem Selbstbertihrungspunkt der Kurve trifft, aber das vorherge-
hende Kurvenstiick schon schneiden kann. Fiir jeden Kurvenpunkt [y(#)] gilt hier, dass das nachfol-
gende Kurvenstiick auf derselben Seite der Kurve C oder auf C liegt.

Bei vorliegender Klassenzugehorigkeit
L € Kila,b[ U Kula,b[,
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bei der im Parameterintervall Ja,b[ die Tangenten das vorhergehende bzw. das nachfolgende Kurven-
stiick nicht schneiden, hat also die Integralkurve C notwendig eine der beiden Arten der Spiralform
ohne Selbstschneidung, aber mit moglicher Selbstbertihrung. Die beiden Arten der Spiralform, ndm-
lich a) nach auflen fortlaufend und b) nach innen fortlaufend, werden in den Abbildungen 3.10, 4.2
und 4.7 dargestellt. Eine weitere Charakterisierung der Spiralform von C mit moglicher Selbstberiih-
rung wird in der Definition der Klasse K(J) in Abschnitt 4.6.4 mit den Begriffen Selbstschneidungs-
punkt, Doppeltangente ohne Doppelpunkt und Selbstdurchsetzung gegeben.

a) b)
[v(1)] (z(0)

Cek,(J) [y(®) ¥

Abb. 3.10 Eine Integralkurve C mit Spiralform bei moglicher Selbstberiihrung, aber ohne Selbstschneidung fiir a) die
Klasse Ki(J) mit nach auBlen verlaufender Spiralform und b) die Klasse Ku(J) mit nach innen verlaufender
Spiralform

Bei vorliegender Klassenzugehdrigkeit

L e Ki(J) U Ku(J),
bei der im gesamten Parameterintervall J die Tangenten das vorhergehende bzw. das nachfolgende
Kurvenstiick nicht schneiden, ist also fiir das zum offenen Intervall ]a,b[ gehorige Kurvenstiick die
Spiralform eine notwendige Eigenschaft. Da bei einem beliebigen Intervall J die Klassenzugehorig-
keit L e Ki(J) U Ku(J) nicht notwendig dquivalentzu L™ € K, (J) U K (J) ist, wird das dabei mog-

liche Verhalten der Integralkurve C an den Kurvenenden noch im nédchsten Abschnitt 3.1.10 néher
betrachtet. Dass die hierfiir geeignet definierte Spiralform der Integralkurve C auch hinreichend und

damit charakteristisch fiir die Klassenzugehorigkeit L € Ki(J) U Kn(J) ist, wird mit Satz 4.10 bewie-

sen. Dazu wird in dessen Beweisteil 2) mit einer Fallunterscheidung und einem etwas aufwendigeren
Beweis gezeigt, dass bei Nichtvorliegen dieser Klassenzugehdorigkeit die Kurve C keine Spiralform
aufweist.

3.1.10 Weitere geometrische Eigenschaften der Klassen C(J), Ci(J), Ki(J), Ku(J)

Aus den in den Abschnitten 2.5.2 und 2.5.3 hergeleiteten analytischen Eigenschaften der Klassen
(k= 0) von Differentialgleichungen ergeben sich noch die nachfolgenden geometrischen Eigenschaf-
ten der Klassen hinsichtlich des Auftretens der Kurveneigenschaften (3.6) bis (3.11).

Eigenschaften der Integralkurve fiir die verschiedenen Klassen

a) Fiir ein beliebiges Intervall J gibt es bei der Klassenzugehorigkeit
LeGH)UCH) (e L e Ci(J) UC'(J))

insbesondere keine Stellen ¢, d € J, ¢ # d, mit der Eigenschaft
(3.8) Doppelpunkt oder Doppeltangente,
also keine Stellen mit einem der drei verschiedenen Unterfille:
(3.9) Selbstberiihrungspunkt (Doppelpunkt und Doppeltangente),
(3.10) Selbstschneidungspunkt (Doppelpunkt ohne Doppeltangente) oder
(3.11) Doppeltangente ohne Doppelpunkt.
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b) Fiir ein beliebiges Intervall J gibt es bei der Klassenzugehorigkeit
L e Ki(J) U Kn(J)

keine Stellen ¢, d € J, ¢ # d, mit
(3.10) Doppelpunkt ohne Doppeltangente
und bei

L" e K/ (J) UK;(J)
keine Stellen ¢, d € J, ¢ # d, mit
(3.11) Doppeltangente ohne Doppelpunkt.
¢) Speziell fiir ein offenes Intervall J = ]a,b[ gibt es demnach bei
L e Ki]a,b[ U Kula,b[ (= L™ € K, Ja,b[ U K/ Ja,b[)
keine ¢, d € Ja,b[, ¢ #+ d, mit
(3.10) Doppelpunkt ohne Doppeltangente oder mit
(3.11) Doppeltangente ohne Doppelpunkt.

Beweis: a) Geometrische Eigenschaften bei L € Ci(J) U Cu(J): Die Kurveneigenschaft (3.8) Doppel-
punkt oder Doppeltangente wird charakterisiert durch die Bedingung u»(d,c) = u»(c,d) = 0 fiir Stellen
c,d € J, fir die 0. E. ¢ <d gilt. Im Fall L € Ci(J) wird ux(c,d) = 0 ausgeschlossen und im Fall
L e Cn(J) wird ux(d,c) = 0 ausgeschlossen. Insgesamt konnen somit bei

L e Ci(J)U Cu(J)
der Fall (3.8) und seine drei verschiedenen Unterfille (3.9), (3.10) und (3.11) nicht auftreten.

b) Geometrische Eigenschaften bei 1) L € Ki(J) U Ku(J) bzw. bei2) L™ € K (J) U K;(J):
1) Da beim Vorliegen des Doppelpunkts [y(c)] = [y(d)] o. E. mit ¢ < d insbesondere auch der Kur-
venpunkt [y(c)] (bzw. [y(d)]) ein Treffpunkt der Tangente (z(d)) (bzw. (z(c))) ist, folgt im Fall
L € Ki(J) (bzw. L € Ku(J)) nach der im vorherigen Abschnitt 3.1.9 beschriebenen geometrischen Ei-
genschaft der Klasse, dass auch die Doppeltangente (z(c)) = (z(d)) und insgesamt ein Selbstberiih-
rungspunkt auftritt. Daher existiert bei

L e Ki(J) U Kn(J)
kein Doppelpunkt ohne Doppeltangente.
2) Da beim Vorliegen der Doppeltangente (z(c)) = (z(d)) o. E. mit ¢ <d insbesondere auch der
Kurvenpunkt [y(d)] (bzw. [y(c)]) ein Treffpunkt der Tangente <z(c)> (bzw. <z(d )> ) ist, folgt im Fall

L™ e K;/(J) (bzw. L™ € K,;(J)) nach der im Abschnitt 3.1.9 gegebenen geometrischen Charakteri-

sierung der Klasse, dass auch der Doppelpunkt [y(c)] = [y(d)] und insgesamt ein Selbstberiihrungs-
punkt auftritt. Daher existiert bei
L e K/ (J) UK;(J)

keine Doppeltangente ohne Doppelpunkt.

¢) Geometrische Eigenschaften bei L € KiJa,b[ U Kula,b[:
Speziell fiir das offene Intervall ]a,b[ ist nach Abschnitt 2.5.3 die Klassenzugehdrigkeit
L € Kila,b[ U Kula,b[
dquivalent zur Klassenzugehorigkeit L™ € K Ja,b[ U K, la,b[ . In diesem Fall gibt es dann nach den

Beweisteilen b, 1) und 2) auf dem zum offenen Intervall ]a,b[ gehorigen Kurvenstiick keinen Dop-
pelpunkt ohne Doppeltangente und keine Doppeltangente ohne Doppelpunkt. O

Doppeltangente oder Doppelpunkt an den Kurvenenden
Es sei jetzt J = [a,b] ein abgeschlossenes Intervall. Aus
L € Ki(J)
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folgt insbesondere L € Ki(]a,b[) und daraus nach (2.3) und (2.4) von Abschnitt 2.5.3 im Allgemeinen
nur L" € K ([a,b[). Nach den oben bewiesenen Eigenschaften (Teil b) der Klassen tritt dann im
abgeschlossenen Intervall J = [a,b] kein Doppelpunkt ohne Doppeltangente auf und nur im halboffe-
nem Intervall J* = [a,b] auch noch keine Doppeltangente ohne Doppelpunkt auf. Es ist also nur am
Ende des Kurvenstiicks, also fiir Stellen {c,d} = {c,b}, ¢ € [a,b[, eine Doppeltangente ohne Doppel-

punkt mdglich. Dass diese Situation im Fall L € Ki(J) tatsdchlich eintreten kann, zeigt die Abbildung
3.11, a).

Analog folgt aus

L € Ku(J)
im Allgemeinen nur L* € K| (Ja,b]) . Demnach tritt hier im abgeschlossenen Intervall J = [a,b] kein
Doppelpunkt ohne Doppeltangente auf und nur im halboffenem Intervall J* = ]a,b] auch noch keine
Doppeltangente ohne Doppelpunkt. Wie Abbildung 3.11, b) zeigt, ist aber am Anfang des Kurven-
stiicks, also fiir Stellen {c,d} = {a,d}, d € ]a,b], eine Doppeltangente ohne Doppelpunkt moglich.
Im spezielleren Fall

L € Ki(J) n Ku(J)
wird demzufolge auf dem gesamten Kurvenstiick, also auch an den beiden Kurvenenden, neben dem
Doppelpunkt ohne Doppeltangente auch die Doppeltangente ohne Doppelpunkt ausgeschlossen.

Weiter folgt aus

L e K/ (J)
im Allgemeinen nur L € Ku([a,b[). Daher ist in diesem Fall im abgeschlossenen Intervall J = [a,b]
keine Doppeltangente ohne Doppelpunkt moglich und nur im halboffenem Intervall [a,b[ auch noch
kein Doppelpunkt ohne Doppeltangente moglich. Nur am Ende des Kurvenstiicks, also fiir Stellen
{c,d} = {c,b}, c € [a,b], kann ein Doppelpunkt ohne Doppeltangente auftreten. Bei der Kurve in Ab-
bildung 3.11, ¢) schneidet nur die Tangente <z(c)> die Kurve in einem nachfolgenden Kurvenpunkt,

nidmlich in [y(b)]. Alle anderen Tangenten schneiden die Kurve in keinem nachfolgenden Kurven-
punkt.

Analog ist im Fall

L e K;(J)
im Allgemeinen nur L € Ki(]a,b]), somit im abgeschlossenen Intervall J= [a,b] keine Doppeltangente
ohne Doppelpunkt moglich und nur im halboffenem Intervall ]a,b] auch noch kein Doppelpunkt ohne
Doppeltangente. Nur am Anfang des Kurvenstiicks, also fiir Stellen {c,d} = {a,d}, d € ]a,b], kann
ein Doppelpunkt ohne Doppeltangente auftreten. Bei der Kurve in Abbildung 3.11, d) schneidet nur
die Tangente <z(d )> die Kurve in einem vorhergehenden Kurvenpunkt, ndmlich in [y(a)]. Alle ande-
ren Tangenten schneiden die Kurve in keinem vorhergehenden Kurvenpunkt.
Im spezielleren Fall

L e K/ (J) nK;(J)
wird auf dem gesamten Kurvenstiick, also auch an den beiden Kurvenenden, neben der Doppeltan-
gente ohne Doppelpunkt auch der Doppelpunkt ohne Doppeltangente ausgeschlossen.
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Cek;(J) b

Abb. 3.11 Eine Integralkurve C der Klasse Ki(J) U Ku(J) mit einer Doppeltangente ohne Doppelpunkt (siche a und b)
bzw. K, (J) U K (J) mit einem Doppelpunkt ohne Doppeltangente (siehe ¢ und d) am Ende oder Anfang
des Kurvenstiicks

3.1.11 Beispiel fiir einen geometrischen Beweis

Um zu illustrieren, wie sich Eigenschaften der Losungen von (L) und (L") in geometrischen Eigen-
schaften der Integralkurve C widerspiegeln, wird jetzt der Beweis des Hilfssatzes 2.1 in Abschnitt
2.7.4 fiir Funktionen u = y1, v =y» € C*(J) in geometrischer Sprechweise formuliert.

Fiir die Funktionen y1, y2 € C3(J) gelte W[y1,12] # 0 fiir alle x € J. Wihlt man eine beliebige in J

nullstellenfreie Funktion f € C!(J) und y3 =y als eine spezielle Losung der inhomogenen linearen
Differentialgleichung 2. Ordnung

¢ _ (W[yI’yZ]), c_|_ W[yll’yZ']

=/,
Wiy y,] Wiy, y,]
dann ist y3 € C3(J) und es gilt

Y V3

Wy, y:1x) ={n" »n' »'

»nton" oy
R P S AN I »noo
_y3 ' \l 1 _y3 ’ " " +y3. n "
Yo M Vi Yo M

=y W] - y3--(Wlyiy2]) + y3- Wiyi‘p2°]

=fx)- Wly1.y2] # 0
fiir alle x € J. Folglich ist y = (y1,)2,y3) (wie auch schon in Abschnitt 3.1.4 dargestellt wurde) ein
Fundamentalsystem fiir eine Differentialgleichung (L), ndmlich

Lyl =Wy, .Y 1/ Wyl
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B2 Vs Vs y
= yl " y2 " y3 " y" /W[y]
B2 Vs Vs y

N Y Y3 y

m

=y"+py"+qy'+ry =0
mit den Koeffizienten

y y y
p=-\Y'|/Wlyl, g=|y"|/Wlyl, r=-|y"|/W[y].
y"l yl" yl"

Weiter ist z = (z1,22,z3) = y x y*/W[y] die zu y duale Basis von S*. Nach Voraussetzung ist die Losung

ez = z3 = W[y1,y21/ Wy]

nullstellenfrei in J. Geometrisch bedeutet dies, dass in P?> der Punkt [e;] auf keiner der Tangenten
(z(x)) = [y(x),y’(x)], x € J, der Integralkurve C liegt:

[e3] ¢ (z(x)) Yx e
Insbesondere liegt dann [e3] auch nicht auf der Integralkurve C :x € J - [y(x)] und der Kurve
C:xedm [yml:

[es] # [y(0)] A [es] #[y' ()] Vxel
Da nun

[es]=(e,) M (e,)
der einzige Schnittpunkt der beiden Geraden (e, ) und (e,) ist und nicht auf C liegt, gibt es keinen

Kurvenpunkt [y(xo)], der mit [e3] libereinstimmt bzw. gleichzeitig auf diesen beiden Geraden liegt.
Also gibt es keine Stelle xo € J, die gleichzeitig Nullstelle der beiden Lésungen y1 = e1y und y» = exy
ist. Die Losungen y1 und y» haben somit keine gemeinsame Nullstelle in J.

Da [e3] auch nicht auf der Kurve C* liegt, folgt analog, dass auch die Ableitungen y1 = e;y‘ und y»°
= eyy* keine gemeinsame Nullstelle in J haben.

Fiir j = 1, 2 folgt aus [e3] € <e j> und [e3] ¢ (z(x)) fiir die Geraden <e j> und (z(x)) die Relation
(e,) # (2(x) = [y@)y' ()] fiir alle x € J.

Demnach gibt es keine Stelle xo € J mit [y(xo)], [y’ (x0)] € <ej> , also keine gemeinsame Nullstelle xo

der beiden Funktionen y; = e;y und y;* = e;y* bzw. keine zweifache Nullstelle von y;.
Fiir die Trennung der Nullstellen von y1, y» in J geniigt es etwa noch zu zeigen, dass zwischen zwei

(einfachen) Nullstellen ¢, d € J (¢ <d) von y; = e;y mindestens eine Nullstelle von ) liegt. O. E.
seien ¢ und d aufeinanderfolgende einfache Nullstellen. Nimmt man nun das Gegenteil an (exy(x)
= y2(x) # 0 in ]c,d[ und dann auch in [¢,d]) und wéhlt <e2> als Ferngerade, dann liegt das Kurvenstiick
x € [e,d] B [y(x)] € P? ganz in der durch die Tilgung der Geraden H := <e2> aus [P? erhaltenen euk-

lidischen Ebene
E = {[w] € P?: exw # 0}.
Da die Kurve C die Gerade <el> in den Punkten [y(c)] und [y(d)] (echt) schneidet, gibt es einen

Kurvenparameter xo € c,d[, dessen Tangente <z(x0)> parallel zur Geraden <e1> ist, also denselben

Fernpunkt wie <el> hat:

(z(x,))) N (e,) =(e) N (e,) =[es].

Demnach liegt [e3] auf <z(x0)>, im Widerspruch zur Voraussetzung z3(x) = e3z(x) # 0 in J. Somit

liegt zwischen den einfachen Nullstellen ¢, d € J (¢ < d) von y; mindestens eine Nullstelle von y».
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3.2 Beziehungen zwischen den Nullstellenverteilungen der Lo6-
sungen von (L) und (L*)

Die folgenden Sétze und Folgerungen lassen sich alle mit Ausnahme von Satz 3.1 fiir £ = 1, 2 mittels
der Integralkurve C geometrisch veranschaulichen.

3.2.1 Nullstellenanzahl bei zwei nicht orthogonalen Losungen

Der erste Satz betrachtet fiir zwei zueinander nicht orthogonale Losungen y € Sund z € S* in Teil a)
die Anzahl der Nullstellen des Produkts z-y® im Intervall zwischen zwei doppelten Nullstellen von z

und in Teil b) die Anzahl der Nullstellen des Produkts y-D*[z] im Intervall zwischen zwei doppelten

Nullstellen von y.
Bei der geometrischen Interpretation liegt im Teil a) fiir £ = 0 gemaB der Voraussetzung ein Doppel-
punkt

[y(©)] = [y(d]=:P
der Integralkurve C vor, den die zu y gehorige Gerade G nicht trifft. Wenn j die Anzahl der durch den
Kurvenpunkt P gehenden Tangenten <z(t)> ,t € ]c,d[, und m die Anzahl der Treffpunkte der Geraden

G mit dem zum offenen Intervall ]c,d[ gehorigen Kurvenstiick

Clear = {[y(®)] : x € Je.d[}
ist, dann ist die Summe j + m eine gerade Zahl. Dabei werden die Stellen doppelt gezéhlt, wenn nicht

nur ein Tangententreffpunkt P € <z(t)>, sondern sogar ein Doppelpunkt P = [y(¢)] vorliegt bzw.
wenn die Gerade G die Kurve in [y(x)] nicht nur trifft, sondern sogar beriihrt, also gleich der Tangente
<z(x)> ist.

Im Teil b) liegt fiir £ = 0 eine Doppeltangente

(z(c)) = (z(d)) = T

vor, die nicht durch den zu z gehorigen Punkt O geht. Wenn j die Anzahl der Treffpunkte der Geraden
T mit dem zum offenen Intervall Jc,d[ gehorigen Kurvenstiick Cj.4 und m die Anzahl der durch O
gehenden Tangenten <z(t)> ,t € Je,d[, dieses Kurvenstiicks ist, dann ist die Summe j + m eine gerade

Zahl. Dabei werden die Stellen doppelt gezdhlt, wenn die Gerade T die Kurve in [y(x)] beriihrt, also
gleich der Tangente <z(x)> ist bzw. wenn Q nicht nur Tangententreffpunkt QO € <z(t)> , sondern auch

noch ein Kurvenpunkt Q = [y(¢)] ist.

Eine geometrische Veranschaulichung dieser Aussagen fiir k = 0 wird in der Abbildung 3.12 gegeben.
In dieser Abbildung sind auch schon die zur in [¢,d] nullstellenfreien Losung yo € S gehorige Gerade
Go und der zur in [c,d] nullstellenfreien Losung zo € S gehorige Punkt Qp dargestellt, die unten in
der geometrischen Beschreibung von Folgerung 2) auftreten.

Satz 3.1 Nullstellenanzahl bei zwei nicht orthogonalen Losungen

Esseik € {0,1,2},c,d € J,c<d.

a) Anzahl der Nullstellen von z-)® fiir nicht orthogonale Losungen z =} ,(.,c) € S‘undy € S
zwischen zwei doppelten Nullstellen von z
Ist [ul,(,e)]1=[ui (.d)], vy € S mit yP(c)yP(d) = 0 (also y nicht orthogonal zu z = u; ,(.,c))
und j bzw. m die Anzahl der (mit ihren Vielfachheiten gezéhlten) Nullstellen von z = u, ,(.,c)
bzw. y® in Je,d[, dann ist k + j + m eine gerade Zahl.
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b) Anzahl der Nullstellen von y-D*[7] fiir nicht orthogonale Losungen y = ux(.,c) € Sund z € S
zwischen zwei doppelten Nullstellen von y

Ist [uz-4(.,¢)] = [u2-4(.,d)], z € S™ mit D[z](c)D¥[z](d) # 0 (also y = uz-«(.,c) und z nicht orthogonal)

und j bzw. m die Anzahl der (mit ihren Vielfachheiten gezéhlten) Nullstellen von y = uz.(.,c) bzw.
DM[z] in ]e,d[, dann ist k + j + m eine gerade Zahl.

Y(@]=[y(@)]=P o [z] (2(0)) =(2(d)) =T <> [¥]

Abb. 3.12 a) Ein Doppelpunkt P der Integralkurve C, eine nicht durch P verlaufende Gerade G, die Anzahl der Tangen-
ten von P aus an das Kurvenstiick Cy. 4 und die Anzahl der Treffpunkte der Geraden G mit dem Kurvenstiick

b) Eine Doppeltangente 7 der Integralkurve C, ein nicht auf 7"liegender Punkt O, die Anzahl der Treffpunkte
der Geraden 7 mit dem Kurvenstiick Cj. 4 und die Anzahl der Tangenten von Q aus an das Kurvenstiick

Beweis fiir a): Aufgrund ihrer Anfangsbedingungen bei x = ¢ ist die Losung u, (.,¢) € S (k=2) in
einer Umgebung von c¢ positiv. Analog ist aufgrund ihrer Anfangsbedingungen die Losung u, (.,c)
€ §" (k= 1) in einer Umgebung von c links von ¢ negativ und rechts von ¢ positiv. AuBerdem ist die
Losung u; (.,¢) € S" (k= 0) in einer punktierten Umgebung von ¢ positiv: Letzteres folgt unter der
zusitzlichen Voraussetzung p € C!(J), da aus den Anfangsbedingungen z(c)=D'[z](c) =0,
D?[z](c) = 1 auch die Bedingungen z(c) = z*(c) = 0, z”’(c) = 1 resultieren. Unter der schwicheren Vo-
raussetzung p € C(J) folgt dies nach dem Zusatz zu Satz 2.4. Die gleichen Aussagen gelten auch fiir
die Losungen u; ,(.,d) € S"(k=0, 1, 2) an der Stelle d.
Da nach Voraussetzung z := u, ,(.,¢) = Au, ,(.,d) mit einem reellen A = Azt # 0 ist und die Lo-
sung u, ,(.,c) bzw. u, ,(.,d) in einer punktierten Umgebung von ¢ bzw. d das oben beschriebene
Vorzeichen aufweist, ldsst sich das Vorzeichen von A aus der Anzahl j der Nullstellen von
z=u, ,(.,c) in Jc,d[ bestimmen:

sgn A= (-1,
Mit der Anzahl m der Nullstellen von y* in ]c,d[ ergibt sich

sgn (VO () = (-1)".
Weiter gilt fiir eine beliebige Losung y € S nach der Definition von B[y,z] in Abschnitt 2.1

DY) = 2 DY ()D [ug, (5 0)l(e) = Bly,u3 () 1(€) = Bly,uy_ () ]

= AB[y,ui_ (., d) 1= AB[y,u;_ (.,d) 1(d) = A(-1Y39(d),
¥9(e) = P (a).
Im Falle y®(c)y®(d) # 0 sind die Lésungen y und z nicht orthogonal (B[y,z] # 0) und es gilt
2= y9e)y(a),

-1 = sgn()O()yP(d)) = sgn A = (-1)",
sodass (-1)¥77 =1 und k + j + m eine gerade Zahl ist. O
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Folgerungen zur Nullstellenanzahl bei nicht orthogonalen Losungen

1) a) Anzahl der Nullstellen von »© bei nicht orthogonalen Losungen z = u; ,(,c) €S'undy e S
Ist zusétzlich zu den Voraussetzungen von Satz 3.1, a) noch die Lésung z =u; , (.,c¢) nullstellenfrei
in Je,d[, also j = 0, und m die Nullstellenanzahl von y® in ]c,d[, dann ist k + m eine gerade Zahl.

b) Anzahl der Nullstellen von D*[z] bei nicht orthogonalen Lésungen y=u>4(.,c) € S und
ze S

Ist zusétzlich zu den Voraussetzungen von Satz 3.1, b) noch die Losung y = u2.(.,c) nullstellenfrei
in Je,d[, also j = 0, und m die Nullstellenanzahl von D*[z] in ]c,d[, dann ist k + m eine gerade Zahl.

2) a) Anzahl der Nullstellen von nicht orthogonalen Losungen z = u;(.,c) € S'undy € S
Ist [u, (.,c)]=[u,(.,d)] (k= 0) und existiert eine in [c,d] nullstellenfreie Losung yo € S, dann ist
die Anzahl ;j der (mit ihren Vielfachheiten gezéhlten) Nullstellen von z = u, (.,c) gerade.

Ebenso ist die Anzahl m der (mit ihren Vielfachheiten gezéhlten) Nullstellen von jeder beliebigen
Losung y € S mit y(c) # 0 (und damit y(d) # 0) in ]c,d[ eine gerade Zahl.

b) Anzahl der Nullstellen von nicht orthogonalen Losungen y = u2(.,,c) € Sundz € S*

Ist [u2(.,c)] = [u2(.,d)] (k = 0) und existiert eine in [c,d] nullstellenfreie Losung zo € S*, dann ist die
Anzahl j der (mit ihren Vielfachheiten gezdhlten) Nullstellen von y = ux(.,c) gerade.

Ebenso ist die Anzahl m der (mit ihren Vielfachheiten gezéhlten) Nullstellen von jeder beliebigen
Losung z € S" mit z(c) # 0 (und damit z(d) # 0) in ]c,d[ eine gerade Zahl.

Beweis der Folgerung 2 a): Nach Satz 3.1, a) mit k=0, z = u, (.,c¢) und mo = 0 Nullstellen von yy ist

die Anzahl der (mit ihren Vielfachheiten gezahlten) Nullstellen von z-yo und damit von z = u, (.,c)

in ]e,d[ gerade. Fiir eine beliebige Losung y € S mit y(c) # 0 erhdlt man dann mit dem im obigen
Beweis von Satz 3.1, a) verwendeten A = Ao g4 die Gleichung y(c) = Ly(d) und somit auch y(d) # 0.

Dabher ist nach diesem Satz die Nullstellenanzahl j + m von z-y gerade. Da hier auch die Nullstellen-

anzahl j von z gerade ist, ist auch die Nullstellenanzahl m von y gerade.
Der Beweis der Folgerung 2 b) verlduft analog. O

Bemerkung zur Existenz einer nullstellenfreien Losung

Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz von nullstellenfreien Losungen von (L) und (L") im
abgeschlossenen Intervall [c,d] wird im unten folgenden Satz 4.9 durch L € K1 U Ki]e,d[ gegeben,
da (L) stets nichtoszillatorisch ist in [¢,d] fiir ¢, d € J.

Geometrische Beschreibung der Folgerungen 2 a) und b)
Geometrisch bedeutet in der Folgerung 2 a) die Existenz einer in [c,d] nullstellenfreien Losung yo
€ §, dass das zum abgeschlossenen Intervall [¢,d] gehorige Kurvenstiick

Crea) = {[y()] : x € [c.d]}
von C die zu yo gehorige Gerade Gy nicht trifft und somit wegen der Stetigkeit von yo ganz auf einer
Seite von Gy liegt (siche Abbildung 3.12, a). Das Kurvenstiick Cjcq liegt ganz in der euklidischen
Ebene E, die man aus der projektiven Ebene P? durch die Tilgung der Geraden Gy erhilt. Geht die
zur Losung y gehorige Gerade G nicht durch den Doppelpunkt [y(c)] = [y(d)] =: P, dann ist die An-
zahl m der Treffpunkte der Geraden G mit dem zum offenen Intervall ]c,d[ gehorigen Kurvenstiick
Ceqr €ine gerade Zahl.

In Folgerung 2 b) bedeutet die Existenz einer in [c,d] nullstellenfreien Losung zo € S*, dass die zum
abgeschlossenen Intervall [c,d] gehdrige Tangentenschar
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Tieay = {(2(2)) : t € [c.d]}
den zu zo gehorigen Punkt Qo nicht trifft (siche Abbildung 3.12, b). Bei allen diesen Tangenten liegt
dabei der Punkt Qo auf derselben Seite. Insbesondere liegt der Punkt Qo auch nicht auf dem Kurven-
stiick Cre.a) (da [y(#)] € (z(r)) ) und der Doppeltangente (z(c)) = (z(d)) =: T (t =, d). Liegt der zur
Losung z gehorige Punkt QO nicht auf der Doppeltangente 7, dann ist die Anzahl m der durch Q ge-
henden Tangenten <z(t)> , t € ]ed[, des zum offenen Intervall ]c,d| gehorigen Kurvenstiicks Cieq

eine gerade Zahl. Eine geometrische Darstellung der zur in [c,d] nullstellenfreien Losung yo € S ge-
horigen Geraden Gy bzw. des zur in [c,d] nullstellenfreien Losung zo € S* gehorigen Punktes Qo sind
auch in Abbildung 3.12 angegeben.

Eine zur obigen Folgerung 2 a) aus Satz 3.1 dhnliche Aussage erhélt man unten mit der Folgerung a)
aus Satz 3.2 in Abschnitt 3.2.2, bei der in ]c,d[ eine ungerade Anzahl von Nullstellen fiir jede Losung
y € Svorliegt, deren zugehorige Gerade G jetzt aber durch den Doppelpunkt [y(c)] = [y(d)] =: P und
einen Punkt Qo geht, der nicht von der zum abgeschlossenen Intervall [¢,d] gehorigen Tangentenschar
Tic,a) getroffen wird.

Analog erhélt man eine zur obigen Folgerung 2 b) aus Satz 3.1 dhnliche Aussage mit der Folgerung
b) aus Satz 3.2, bei der in ]c,d[ eine ungerade Anzahl von Nullstellen fiir jede Losung z € S vorliegt,
deren zugehoriger Punkt O jetzt aber auf der Doppeltangente (z(c)) = (z(d)) =: T und auf einer

Geraden Gy liegt, welche das zum abgeschlossenen Intervall [c,d] gehorige Kurvenstiick Cic4) nicht
trifft. Eine geometrische Veranschaulichung wird in Abbildung 3.14 gegeben.

3.2.2 Nullstellenanzahl fiir zwei orthogonale Losungen

Der nachfolgende Satz 3.2 befasst sich in Teil a) mit den Nullstellen von zwei (auf Grund der Rand-
bedingungen) linear unabhidngigen Losungen yi,)2 € § und der dazu orthogonalen Losung

z=oW[y1,y2] € S*. So ist beispielsweise beim Vorliegen der Randbedingung o) bei r=c und r=d

im offenen Intervall ]c,d[ zwischen zwei aufeinander folgenden Nullstellen ¢ und d von y1 die Anzahl
der Nullstellen von y> und z zusammen eine ungerade Zahl und insbesondere > 1. Da Satz 3.2 a, a, 1)
in dem Spezialfall, dass auch noch z nullstellenfrei in [c,d] 1st, den in Hilfssatz 2.1 (in Abschnitt 2.7.4)
beschriebenen wesentlichen Bestandteil des Sturmschen Trennungssatzes fiir die lineare Differenti-
algleichung 2. Ordnung darstellt und der Satz 3.2 a, «, 2) die entsprechende Erweiterung fiir die Dif-
ferentialgleichung 3. Ordnung liefert, wird der Satz 3.2 auch als Allgemeiner Trennungssatz fiir die
Differentialgleichung 3. Ordnung bezeichnet.

Mit Teil a) des Satzes erhdlt man flir den Fall, dass bei t = ¢ und ¢ = d jeweils die Bedingung «, 1)

erfiillt ist, also im Intervall Jc,d[ zwischen zwei Nullstellen ¢ und d von y; die Nullstellenanzahl von
2z betrachtet wird, den geometrisch begriindeten sog. Allgemeinen Trennungssatz (General Separa-
tion Theorem) von Birkhoff (1911), S. 109 (dort ohne die exakte Angabe der Voraussetzung y»(¢) # 0
fiir y»). Als Verallgemeinerung davon beweist Reynolds (1921), Th.1, dass fiir beliebige Funktionen
yi, 2 € C"[e,d], m € N, fiir welche ¢ und d Nullstellen von y; der Ordnung < m sind, y1 > 0 in ]c,d[
und y2(c)y2(d) # 0 ist, die Anzahl der Nullstellen der Funktion
J =y Wiyiy]

in ]c,d[ ungerade ist. Eine geometrische Veranschaulichung der im Satz aufgefiihrten Resultate zu
einigen Randbedingungen fiir die Losungen y1, y» € S bzw. z1, z2 € S© wird in der Abbildung 3.13
gegeben. Es werden dabei nur die Fille dargestellt, in denen an beiden Intervallgrenzen ¢ und d die
gleiche Randbedingung erfiillt ist.

Fiir den Fall, dass bei ¢ = ¢ und ¢ = d jeweils die Bedingung o, 2) erfiillt ist, liefert Teil a) des Satzes

eine Modifikation, bei der die Nullstellenanzahl von y»z im Intervall Jc,d[ zwischen zwei doppelten
Nullstellen ¢ und d von y1 betrachtet wird.
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Fiir den Fall, dass bei t = c und ¢ = d jeweils eine der beiden Bedingungen 1) oder 2) von B) erfiillt ist,
liefert Teil a) eine weitere Modifikation, bei der die Nullstellenanzahl von y»z jetzt im Intervall zwi-
schen zwei Nullstellen von y» betrachtet wird.

Zur Nullstellenanzahl der Produktfunktion yz von zwei nichttrivialen orthogonalen Losungen y € §
und z € S in einem Intervall ist anzumerken, dass speziell aus der Nullstellenanzahl Null die Dis-

konjugiertheit der Differentialgleichung (L) bzw. (L") in diesem Intervall folgt (sieche in Abschnitt
2.7.7 den Hinweis auf Coppel (1971) zur Aquivalenz der Diskonjugiertheit mit der Existenz eines
Markov-Fundamentalsystems).

Satz 3.2 Allgemeiner Trennungssatz fiir die Nullstellen von zwei Losungen und der dazu or-
thogonalen Losung
Esseic,d e J, c<d.
a) Seiyi,y2 € S\ {o},z e S mit
[z] = D1p2]s, also z = oWy1,ys] (o= expp(x)dx),
yi(x) £ 0 fur alle x € Je,d[
und an den Intervallgrenzen ¢ = ¢, d je eine der vier folgenden Bedingungen erfiillt:
a) 1) yi(¢) = 0 # y2(¢) (Birkhoff 1911) oder
2) yi@®)=y1°(0) = y2() = 0 # y2°(1);
B) 1) »(@®)#0=yxr) oder
2) y1°(0) # 0 = y1(1) = y2(1) = y2°(9).
Die Anzahl i der mit ihren Vielfachheiten gezédhlten Nullstellen der Produktfunktion y»-z (also der
Nullstellen der orthogonalen Losungen y» und z) in ]c,d[ ist ungerade und insbesondere > 1, falls
fiir die Intervallgrenzen ¢ = ¢ und ¢ = d je eine der beiden Bedingungen von «) erfiillt ist oder fiir
t=c und t=d je eine der beiden Bedingungen von ) erfiillt ist (Existenz einer Nullstelle von
y2:2);
die Anzahl i ist gerade, falls bei t = ¢ und ¢ = d die Bedingungen «) und 3) gemischt auftreten.

b) Eine analoge Aussage erhilt man durch Vertauschen der Rollen von S und S
Sei zi,z2 € S\ {0}, y € S mit
] = [z1,22]*, also y = W'[z1,22])/ o,
z1(x) # 0 fiir alle x € Je,d[
und an den Intervallgrenzen ¢ = ¢, d je eine der vier folgenden Bedingungen erfiillt:
a) 1) zi(®) =0 z(f) oder
2) zi(t) =z1°(t) = z2(t) = 0 # 22°(¥);
B) 1) zi(f)#0=2z2(f) oder
2) z1°(¢) # 0 = z1(?) = z2(¢) = 22°(2).
Die Anzahl i der mit ihren Vielfachheiten gezihlten Nullstellen der Produktfunktion z2-y (also der
Nullstellen der orthogonalen Losungen z> und y) in c,d[ ist ungerade und insbesondere > 1, falls
fiir die Intervallgrenzen ¢ = ¢ und ¢ = d je eine der beiden Bedingungen von «) erfiillt ist oder fiir

t=c und t=d je eine der beiden Bedingungen von ) erfiillt ist (Existenz einer Nullstelle von
22));
die Anzahl i ist gerade, falls bei t = ¢ und ¢ = d die Bedingungen «) und ) gemischt auftreten.
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a) b)
a, 1) Birkhoff (1911) a, 1)

[y(©)]

[y@I=[y(d)]=0Q <[] G o]

B 1) B 1)

-
-
-
-
e
-
—
-
. -

Y(©l=[y(@)]=Q < [z]

Abb. 3.13 a) Darstellung der zu den Losungen yi, y» € S \ {o} gehdrigen Geraden G und G, des zur Losung
z € §7\ {0}, die zu y1, y» orthogonal ist, gehdrigen Schnittpunktes Q der Geraden G; und G, der Anzahl der
Treffpunkte der Geraden G, mit dem Kurvenstiick Cj.q und der Anzahl der Tangenten von Q aus an das

Kurvenstiick fiir verschiedene Randbedingungen von y1, y».

b) Darstellung der zu den Losungen zi, z> € 7\ {o} gehdrigen Punkte Q; und s, der zur Lésung y € S\ {0},
die zu z1, z> orthogonal ist, gehérigen Verbindungsgerade G der Punkte O und Q», der Anzahl der Tangenten
von (O, aus an das Kurvenstiick Cj.4 und der Anzahl der Treffpunkte der Geraden G mit dem Kurvenstiick

fiir verschiedene Randbedingungen von zy, z;.
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Erlduterungen zu den Abbildungen: Die in Teil a) des Satzes 3.2 fiir die Stelle ¢ € J angegebene
Bedingung «, 2) bedeutet, dass ¢ sowohl eine zweifache Nullstelle der Losung y1 als auch eine ge-

meinsame Nullstelle der Losungen y1 und y» ist. Wegen y1(¢) = y1°(f) = 0 ist

1] = [u2(.,0)]
und die Stelle 7 auch eine Nullstelle der Determinante W := W[y1,)2] = y1)2° - y1’y2 (mit der Ableitung
W* = y1y2“ - y1“y2) und eine Nullstelle der bis auf einen konstanten Faktor A # 0 eindeutig bestimmten
Losung z = AoW[y1,y2] (mit der Ableitung z° = pz + AaW*).
Weiter ist wegen yi(f) =)2(f) =0die Stelle ¢ eine zweifache Nullstelle fiir die Determinante
W = W[y1,y2] und somit auch eine zweifache Nullstelle fiir die Lésung z, also

[z]1=[u, (.0 ].
Daher ist der Losung y1 € S\ {o} die Tangente (z(¢)) und der Lésung z € S*\ {o} der Kurvenpunkt
[y(?)] als Schnittpunkt der zu y1 und y» gehdrigen Geraden G und G> zugeordnet.
Falls nun an den beiden Intervallgrenzen ¢ = ¢ und ¢ = d jeweils die Bedingung a, o, 2) erfiillt ist, gilt
[ua(.,c)] = [v1] = [u2(.,d)] und
[u, (o) l1=[z]1=[u, (.d) ],
sodass bei der geometrischen Interpretation die Kurvenparameter ¢ und d einen Selbstberiihrungs-
punkt (3.9) der Integralkurve liefern.

Die in Teil a) des Satzes 3.2 fiir die Stelle ¢ € J angegebene Bedingung f3, 2) bedeutet
[v2] = [u2(.,0)] und [z] = [u; (1) ],
sodass der Losung y» € S\ {o} die Tangente <z(t)> und der Losung z € S*\ {o} der Kurvenpunkt
[y(#)] als Schnittpunkt der zu y1 und y» gehorigen Geraden G und G» zugeordnet ist.
Falls nun an den beiden Intervallgrenzen ¢ = ¢ und ¢ = d jeweils die Bedingung a, 3, 2) erfiillt ist, gilt

[u2(.,0)] = [12] = [u2(.,d)] und
[u; (o)1= [z] = [u, (,d) ],

sodass fiir die Kurvenparameter ¢ und d eine Selbstberiihrung (3.9) der Integralkurve vorliegt.

Die in Teil a) des Satzes vorausgesetzte Nullstellenfreiheit der Losung y1 € S\ {0} im offenen Inter-
vall ]c,d[ bedeutet geometrisch, dass das zu diesem Intervall gehorige Kurvenstiick Cjq; von C ganz
auf einer Seite der zu y1 gehorigen Geraden G liegt.

Die in Teil b) des Satzes vorausgesetzte Nullstellenfreiheit der Losung z1 € S\ {0} im offenen In-
tervall ]c,d| bedeutet, dass das zu diesem Intervall gehorige Kurvenstiick Cjcq sich um den zu z;
gehorigen Punkt O bewegt und der Punkt Qi bei allen zugehdrigen Tangenten auf derselben Seite
liegt.

Beweis fiir a): Nach Hilfssatz 2.2, 3) besitzt eine Losung z € [y1,)2]* \ {0} die Darstellung z
=yoW[y1,y2] mit o(x) = exp fpdx und einem y € R\ {0}. Fiir die in ]Jc,d[ definierte Quotientenfunk-

tion

h= )
g
gilt 7 € C*(Je,d[) und
—
yo'yl2 ’

Fiir den Grenzwert der Quotientenfunktion /4 an der Intervallgrenze ¢ € {c, d} gilt im Fall o, 1)

limf(x) =+co, falls sgny2(1) = sgn y,(x) = s,

x> xele,d[

limA(x) =-o0, falls sgn () = - s1,

x>t
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im Fall o, 2) nach der Regel von de I’Hospital und Bernoulli

limh(x) = nmyz'—(") =+owbzw. -0, falls y2’(c)y1*(c) > 0 bzw. <0,
xN\e xN\e b2 (x)
limh(x) = lim 22 =+ oo bzw. - o0, falls y2"(dy1“(d) < 0 bzw. > 0,
x/'d x/d yl (x)

also insgesamt im Fall o)
limh(x) =% o0,

Im Fall B) ergibt sich, und zwar im Fall B, 1) direkt und im Fall 3, 2) nach der Regel von de I’Hospital
und Bernoulli,
limA(x) = 0.

Ferner stimmen in ]c,d[ die Nullstellen nebst ihren Ordnungen fiir # und y> und fiir #° und z {iberein.
Die Anzahl der mit ihren Vielfachheiten gezédhlten Nullstellen von 4-4° in ]c,d[ ist also gleich der

Anzahl i = m +j der mit ihren Vielfachheiten gezéhlten Nullstellen von y»-z in Je,d[, wobei m die

Anzahl der Nullstellen von y2 bzw. 4 und j die Anzahl der Nullstellen von z bzw. /° ist. Die Funktion
h hat wie die nichttriviale Losung y» € S hochstens Nullstellen erster und zweiter Ordnung.
In der Feststellung (2.25) (k= 0) wird die Inzidenz u;(.,x,) € S; charakterisiert durch yi(xo) = 0.

Da hier nun y1 in Je,d[ nullstellenfrei ist und z € [y1,y2]* € 1]+ = S; gilt, hat demnach die Losung

z und damit auch /° in Jc,d[ keine doppelte Nullstelle. Da also in den Nullstellen von /¢ die zweite
Ableitung /#*“ von & nicht verschwindet, treten in den Nullstellen von 4° fiir die Funktion 4 keine
Sattelpunkte, sondern nur relative Extrema (lokale Maxima und Minima) auf. Folglich liegt in einem
offenen Intervall Jxi,xi+1[ zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen xx, xx+1 von 4 eine unge-
rade Anzahl von Nullstellen von 4° und eine ungerade Anzahl von Nullstellen von 4-h°. Auflerdem
ist eine doppelte Nullstelle xx von 4 eine einfache Nullstelle von /° und eine dreifache Nullstelle von
h-h*. Hinsichtlich der Anzahl m der Nullstellen von y, bzw. & werden jetzt die beiden Fille i) m =0
und ii) m > 1 getrennt behandelt.

1) Falls die Anzahl m der mit ihren Vielfachheiten gezihlten Nullstellen von 4 in Jc,d[ gleich Null ist,
also y2 # 0 in ]c,d[ ist, dann ist die Anzahl der Nullstellen von /4° und damit auch von 4-A° in Jc,d|

ungerade, falls fiir beide Intervallgrenzen ¢ = ¢ und ¢ = d nur die Bedingung o) oder fiir beide nur die

Bedingung B) gilt: Ist ndmlich o. E. y1 > 0 in ]c,d[, dann besitzt im Fall y> > 0 in ]c,d[ (bzw. y» <0 in
]e,d[) die Funktion 4 an beiden Intervallgrenzen c und d im Fall &) jeweils den Grenzwert +oo (bzw.
- ). Im Fall B) besitzt 4 unabhéngig von den Vorzeichen von y1 und y» an beiden Grenzen ¢ und d
jeweils den Grenzwert 0. In allen diesen Fillen resultiert in ]c,d[ fiir 4 eine ungerade Anzahl von
lokalen Extrema bzw. fiir 4 eine ungerade Anzahl von (einfachen) Nullstellen.

Die Anzahl der Nullstellen von 4° und damit auch die Anzahl der Nullstellen von /- ist gerade, falls

an den Intervallgrenzen ¢ = ¢, d die Bedingungen ) und ) gemischt auftreten: Zwischen den Inter-

vallgrenzen mit gemischt auftretenden #-Grenzwerten + o (bzw. - c0) und 0 liegt ndmlich eine gerade
Anzahl von (einfachen) Nullstellen von 4°.

i1) Fiir die Anzahl m der mit ihren Vielfachheiten gezéhlten Nullstellen von /4 in ]c,d[ gelte jetzt m > 1.

Weiter sei s (1 < s < m) die Anzahl der voneinander verschiedenen Nullstellen von 4 in Jc,d[. Es

seien xx (k=1,...,s) die voneinander verschiedenen Nullstellen von % in ]c,d[ mit

X <xpr furk=1,...,s-1.
In x; ist die Vielfachheit der Nullstelle von 4-A° gleich 1, falls x; eine einfache Nullstelle von /4 ist,
und gleich 3, falls x; eine zweifache Nullstelle von / ist, also insgesamt ungerade. Zwischen zwei
verschiedenen Nullstellen x; und xx+1 ist nach der obigen Voriiberlegung (vor der Fallunterscheidung)
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die Anzahl der mit ihren Vielfachheiten gezdhlten Nullstellen von 4° und damit auch von 4-A° im
offenen Intervall Jxx,x+1[ ungerade und im halboffenen Intervall [xixi+1[ gerade (k= 1,...,5-1; 5 > 2).

Allgemein ist flir s > 1 die Anzahl der (mit ihren Vielfachheiten gezdhlten) Nullstellen von 4-A° im
Teilintervall

s—1

[xixs] = (I, x[ U}

k=1
als Summe einer geraden und einer ungeraden Anzahl selbst ungerade.
AuBlerdem ist die Anzahl der Nullstellen von /‘ und damit von 4-A° in ]c,x1[ gerade, falls fiir = ¢ die

Bedingung o) (li{r} h(x) =t0) gilt, und ungerade, falls bei ¢ = ¢ die Bedingung [3) (li{n h(x)=0) gilt.

Analoges gilt fiir die Nullstellenzahl von /‘ und von /-A* in Jxs,d[.
Insgesamt ist die Nullstellenanzahl von 4-4° in
]C,d[ = ]C,XI[ U [xl,XS] U ])Cs,d[
als Summe von drei ungeraden Zahlen bzw. als Summe von zwei geraden Zahlen und einer ungeraden
Zahl selbst ungerade, falls an beiden Intervallgrenzen ¢ und d nur die Bedingung o) bzw. an beiden

Intervallgrenzen nur die Bedingung [3) auftritt. Weiter ist diese Nullstellenanzahl als Summe von zwei
ungeraden Zahlen und einer geraden Zahl selbst gerade, falls an den Intervallgrenzen ¢ und d die

Bedingungen o) und 3) gemischt auftreten.

Zum Beweis von Teil b) des Satzes ist anzumerken, dass fiir die in ]c,d[ definierte Quotientenfunktion

V4
g= =

4
analog zu h ebenfalls g € C'(Je,d[) gilt und
«_ 0
g~
Yz

mity = ¥ Wlz1,z2], y € R\ {0}, o(x) = exp fpdx ist. Die Anzahl der mit ihren Vielfachheiten gezéhl-
o

ten Nullstellen von g-g° in ]c,d[ ist also gleich der Anzahl der mit ihren Vielfachheiten gezahlten
Nullstellen von z2-y in ]ec,d]. O

Aus den Sidtzen 3.1 und 3.2 ergeben sich auch die nachstehenden Folgerungen zur Nullstellenanzahl
spezieller Losungen. Beispielsweise befasst sich Folgerung a) mit der Nullstellenanzahl der speziel-
len Losung y € S\ {o} im offenen Intervall ]c,d[, die orthogonal zu zwei Losungen zi, z2 € S* \{o}
ist, wobei z1 = zo im abgeschlossenen Intervall [c,d] nullstellenfrei ist und z> jeweils ein Vielfaches
von u, (.,c) und von u, (.,d) ist und somit zu einem Doppelpunkt P der Integralkurve C gehort.

Weiter existieren die in [c,d] nullstellenfreien Losungen yo € S und zo € S'. Die Nullstellenanzahl
von y in ]c,d[ ist dann ungerade, sodass also mindestens eine Nullstelle existiert. Die zu yo gehorige
Gerade Gy trifft das geschlossene Kurvenstiick Cic,# nicht und der zu zo gehdrige Punkt Qo liegt auf
keiner Tangente der zu diesem Kurvenstiick gehdrigen Tangentenschar 7jcq4). Die zu y gehorige Ge-
rade G ist die Verbindungsgerade der Punkte P und Qo und hat somit eine ungerade Anzahl von
Treffpunkten mit dem zum offenen Intervall ]c,d[ gehorigen Kurvenstiick Cjcq4. Dabei zdhlen echte
Schnittpunkte einfach und Beriihrpunkte zweifach.

Eine geometrische Veranschaulichung der Folgerung a) wird in der Abbildung 3.14, a) gegeben, die
eine dhnliche Situation wie die Abbildung 3.12, a) darstellt. Wihrend aber in Abbildung 3.12, a) die
Losung y € S an den Stellen ¢ und d keine Nullstelle aufweist bzw. die zugehdrige Gerade G nicht
durch den Kurvendoppelpunkt P geht und eine gerade Anzahl von Treffpunkten mit der Kurve C
besitzt, hat hier in der Abbildung 3.14, a) die Losung y die Nullstellen ¢ und d bzw. geht die zugeho-
rige Gerade G durch den Kurvendoppelpunkt P und den Punkt Qo und besitzt G eine ungerade Anzahl
von Treffpunkten mit C.



3.2 Beziehungen zwischen den Nullstellenverteilungen der Lésungen von (L) und (L*) 87

Folgerungen zur Nullstellenanzahl einer speziellen Losung bzw. zur Existenz einer Nullstelle
einer speziellen Losung

a) Ist [u, (.,¢)]=[u, (.,d)] und existieren im Intervall [c,d] nullstellenfreie Losungen yo € S und

zo € S*, dann ist fiir die bis auf einen konstanten Faktor p # 0 eindeutig bestimmte Losung y € S
mit

1= [z0,u; (., c) I+
die Anzahl der mit ihren Vielfachheiten gezihlten Nullstellen in ]c,d[ ungerade und somit insbe-
sondere > 1.

b) Eine analoge Aussage erhilt man durch Vertauschung der Rollen von Sund S*:
Ist [ua(.,c)] = [u2(.,d)] und existieren im Intervall [c,d] nullstellenfreie Losungen yo € S und
zo € S*, dann ist fiir die bis auf einen konstanten Faktor A # 0 eindeutig bestimmte Losung z € S*
mit
[z] = [vo,u2(.,0)]*
die Anzahl der mit ihren Vielfachheiten gezahlten Nullstellen in ]c,d[ ungerade und insbesondere
> 1.

a) b)

<z(c)> = <z(d)>
=T < [y]

o |YV(O)]=[y(d)]=P 2]

Abb. 3.14 a) Darstellung der zu den Lésungen z; = zo, z2 = u, (.,¢) € S\ {o}gehdrigen Punkte O und P, der zu den

Losungen yo, y € S\ {0} gehorigen Geraden Gp und G und der Anzahl der Treffpunkte der Geraden G mit
dem Kurvenstiick Cj.q

b) Darstellung der zu den Losungen yi1 = yo, y2 = ua(.,c) € S\ {o}gehorigen Geraden Gy und 7, der zu den
Losungen zo, z € S\ {0} gehorigen Punkte Qo und Q und der Anzahl der Tangenten von Q aus an das
Kurvenstiick Cyeq

Beweis fiir Folgerung a): Nach Satz 3.1, a) mit dem Index k= 0 und m = 0 Nullstellen von yo oder
nach der Folgerung 2, a) aus Satz 3.1 ist die Anzahl der Nullstellen von z = u, (.,¢) in Jc,d[ gerade.

Nach Satz 3.2, b, B, 1) ist fiir z1 = zo, z2 =z = u, (.,¢) und y € S mit [y] = [zo,u, (.,¢) ]* = [z1,22]* die
Anzahl der Nullstellen von z;-y in ]c,d[ ungerade und dann wegen der geraden Nullstellenanzahl von
z die Nullstellenanzahl von y in ]c,d[ ungerade.
Aufgrund der Anfangswerte zo(c) # 0 und u, (¢,c) =0 sind die Lésungen zo und u, (.,c¢) linear un-
abhingig. Daher ist dim [zo,u, (.,¢) ] = 2, dim [zo,u, (.,¢) ]* =1 und die Losung y € S mit

V] = [zo,u; (o) I+
bis auf einen konstanten Faktor p # 0 eindeutig bestimmt. Da die hinsichtlich der Nullstellenanzahl
betrachtete Losung y € S zu u, (.,¢) und u, (.,d) orthogonal ist, gilt nach der Feststellung (2.25)

¥(e)=y(d) = 0.
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Zur Losung y € S gehort die Gerade G, welche den zu zo gehérigen Punkt Qo mit dem zu u, (.,¢)

gehorigen Kurvendoppelpunkt P = [y(c)] = [y(d)] verbindet. Diese Gerade G hat eine ungerade An-
zahl von Treffpunkten mit der Kurve C. O

Auch die beiden folgenden Sitze 3.3 und 3.4 befassen sich wieder mit der Existenz einer Nullstelle
der Produktfunktion yz von zwei orthogonalen Lésungen y € Sund z € S'. Der Satz 3.3 betrachtet in
Teil a) die zwei linear unabhéngigen Losungen z1 = u] (.,¢), z2 =z € S* und die dazu orthogonale

Losung y: Es ist namlich B[y,z1] = B[y, u, (.,c) ] = ¥(c) = 0, B[y,z2] = B[y,z] =0 und [z] # [z1] voraus-

gesetzt. In der geometrischen Sprechweise gibt er eine hinreichende Bedingung dafiir, dass mindes-
tens ein Treffpunkt der zu y gehorigen Gerade G mit dem Kurvenstiick Cj.q vorliegt oder von dem
zu z gehorigen Punkt Q mindestens eine Tangente an dieses Kurvenstiick Cj.4 geht. Im Fall 1) lautet
die hinreichende Bedingung, dass ein Kurvendoppelpunkt P = [y(c)] = [y(d)] vorliegt, der zu z = z»
gehorige Punkt QO nicht gleich diesem Punkt P ist und die zu y gehorige Gerade G durch P und O
geht. Im Fall 2) ist die hinreichende Bedingung dadurch gegeben, dass der Kurvenpunkt P = [y(c)]
auf der Tangente 7= (z(d)) liegt (u2(c,d) = u; (d,c) = 0), fiir die Parameter ¢ und d aber kein Kur-

vendoppelpunkt vorliegt (aus wu;(.,d) = Au,(,c) mit A+ 0 wirde ndmlich folgen (d)
= Bly,u, (.,d)] = B[y, Au, (.,c)]] = Ay(c) = 0, im Widerspruch zur Voraussetzung y(d) # 0), die zu y

gehorige Gerade G durch Q und P = [y(c)], nicht durch [y(d)] geht (B[y,z] =0, y(c) =0 # y(d)) und
somit verschieden von der Tangente 7 ist. In der nachfolgenden Abbildung 3.15 sind die Fille darge-
stellt, bei denen in a) noch y nullstellenfrei und in b) noch z nullstellenfrei in ]c,d] ist.

Satz 3.3 Existenz einer Nullstelle der Produktfunktion von zwei orthogonalen Losungen
Esseic,d € J,c#d.

a) Isty € S\ {o},z € S"\ {0},
B[y,z] =0
und noch eine der folgenden Randbedingungen erfiillt, dann hat y-z mindestens eine Nullstelle in
Je,d[ (bzw. 1d,c|):
D ye)=0E=xd), [z]#[u;(0)]=[u(.d)];
2) WO =0#ud),  ui(d,e) =0, [z # [u;(.e) ] (# [u; (o) ).
Setzt man noch die Nullstellenfreiheit von y in Jc,d[ voraus, so kann die Existenz einer (einfachen)

Nullstelle von z in ]c,d[ gefolgert werden; setzt man die Nullstellenfreiheit von z in Jc,d[ voraus,
so kann die Existenz einer (einfachen) Nullstelle von y in ]c,d[ gefolgert werden.

b) Eine analoge Aussage erhélt man durch Vertauschen der Rollen von S und S':

Isty € S\ {0}, z € S"\ {0},

B[y,z] =0
und noch eine der folgenden Randbedingungen erfiillt, dann hat y-z mindestens eine Nullstelle in
Je,d[ (bzw. 1d,c|):

1) z2(0)=0(=2(d), []# [uA.,0)]=[u(..d)];

2) z(c)=0#z(d), uz(d,c) =0, [y] # [ua(.,0)] ( # [ua(.,d)]).
Setzt man noch die Nullstellenfreiheit von z in ]c,d[ voraus, so kann die Existenz einer (einfachen)
Nullstelle von y in ]c,d| gefolgert werden; setzt man die Nullstellenfreiheit von y in ]c,d[ voraus,
so kann die Existenz einer (einfachen) Nullstelle von z in Jc,d[ gefolgert werden.
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a, 1)

b, 1)

G o [y]

[z]<> Q=P T =(z(c))=(z(d))

P=[y(c)]=[y(d)] ol [y(@)]

T <z(c)>
[y(o)] P=[y(d)]
P=[y(c)]
Abb. 3.15 a, 1) Darstellung des Kurvenstiicks Cj.,q mit Kurvendoppelpunkt P bei ¢ und d, des Punktes QO # P, der Ge-

raden G durch P und Q hier ohne Treffpunkt mit dem Kurvenstiick und einer Tangente von Q aus an das
Kurvenstiick

a, 2) Darstellung des Kurvenstiicks Cic4 mit Treffpunkt P = [y(c)] der Tangente T'= <Z(d )> , aber ohne Kur-
vendoppelpunkt bei ¢ und d, des Punktes O # P, der Geraden G durch P und Q, aber nicht durch [y(d)] und

damit verschieden von der Tangente 7, wobei hier G ohne Treffpunkt mit dem Kurvenstiick ist, und Darstel-
lung einer Tangente von Q aus an das Kurvenstiick

b, 1) Darstellung des Kurvenstiicks Cj.4 mit Doppeltangente 7 bei ¢ und d, der Geraden G # T, des
Schnittpunktes O der Geraden 7 und G, von dem aus hier keine Tangente an das Kurvenstiick geht, und
eines Treffpunktes der Geraden G mit dem Kurvenstiick

b, 2) Darstellung des Kurvenstiicks Ci.4 mit Treffpunkt P = [y(d)] der Tangente 7= (z(c)) , aber ohne

Doppeltangente bei ¢ und d, der Geraden G # T, des Schnittpunktes Q der Geraden 7 und G, von dem aus
hier keine Tangente an das Kurvenstiick geht, und eines Treffpunktes der Geraden G mit dem Kurvenstiick

Beweis fiir a): Bevor der Beweis fiir die beiden Félle 1) und 2) mittels des noch folgenden Hilfssat-
zes 4.1 durchgefiihrt wird, erfolgen dazu noch einige Voriiberlegungen.

Im Fall 1) hat aufgrund der vorausgesetzten linearen Unabhédngigkeit der Lésung z von der Losung
u, (.,¢) bzw. von u, (.,d) die Losung z in ¢ und d hdchstens einfache Nullstellen. Die in Klammern

angegebene Eigenschaft y(d) =0 ergibt sich mit (2.25), da y(c) =0 dquivalent zur Relation y
L u, (.,¢) = Au, (.,d) (A # 0) und diese wieder dquivalent zu y(d) = 0 ist.

Im Fall 2) hat wegen der linearen Unabhéangigkeit der Losung z von der Losung u, (.,¢) die Losung
z in ¢ hochstens eine einfache Nullstelle. Weiter hat im Fall 2) z in d keine Nullstelle: Aus der An-
nahme z(d) = 0 wiirde ndmlich mit der in Abschnitt 2.7.2 angegebenen Charakterisierung (2.25) der
Orthogonalitit von uy(.,d) und z die Beziehung

Blus(.,d),z] =z(d) =0

folgen. Da wegen der Voraussetzungen au3erdem

B[y,Z] = 07
B[y,u, (.,¢)]=y(c) =0 und
Blua(.,d),u; (.,¢) ] =uz(c,d) = u;(d,c) =0

gilt, wiirde

2] = [u2( )y ]+ = [u; () ]
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folgen, im Widerspruch zur Voraussetzung. Die in Klammern angegebene lineare Unabhéngigkeit
von u, (.,d) und u; (.,c) ergibt sich, da bei linearer Abhéngigkeit aus y(c) = 0 nach (2.25) die Rela-

tiony L u, (.,¢) = Au, (.,d) (A # 0) und daraus wieder mit (2.25) y(d) = 0 folgen wiirde, im Wider-
spruch zur Voraussetzung im Fall 2).

Fiir den Nachweis einer Nullstelle von y-z in ]c,d[ geniigt es zu zeigen, dass bei einem in ]c,d[ null-

stellenfreien z dann y eine Nullstelle in ]Jc,d[ aufweist. Nimmt man nun an, dass z nullstellenfrei in
]e,d[ ist, dann sind nach obigen Voriiberlegungen die Voraussetzungen fiir den unten in Abschnitt 4.1
folgenden Hilfssatz 4.1, 1) mit

u=u,(,c),v=zund h=u/v
erfullt:
Im Fall 1) sind namlich die Stellen c und d fiir u = u, (.,c) zweifache Nullstellen und fiir v = z nach
der Vortiberlegung hochstens einfache Nullstellen. Demzufolge ergibt sich an der Stelle x = ¢ bei z(c)
# 0 direkt und bei z(c) = 0 nach der Regel von de I’Hospital und Bernoulli das bendtigte Grenzver-
halten /(x) — 0 bei x — c. Das Grenzverhalten an der Stelle x = d erhélt man analog.

Im Fall 2) ist die Stelle ¢ zweifache Nullstelle von u = u; (.,¢) und nach der Voriiberlegung hochs-
tens einfache Nullstelle von v = z. Weiter ist die Stelle d Nullstelle von « und nach der Voriiberlegung
keine Nullstelle von v. Demzufolge erhélt man an den Stellen ¢ und d auch hier fiir die Funktion 4
den Grenzwert Null.

Nach Hilfssatz 4.1, 1) existieren daher in beiden Féllen 1) und 2) reelle A,y # 0 und ein € € ]c,d],

sodass w := u - Av eine zweifache Nullstelle in & hat und somit wegen y L z, %, (.,¢) die Inzidenz

(&) =yw=p15(,C) -piz € S,
gilt. Nach (2.25) folgt y(¢) = 0, also die Existenz einer Nullstelle von y in ]c,d[. Diese Stelle £ ist nur
eine einfache Nullstelle von y, da sonst y = pua(.,€) (u# 0) und dann

0= Bly,z] = B[ pu(.£),z1(§) = pz(£)
wire, im Widerspruch zur Nullstellenfreiheit von z in Jc,d].

Setzt man die Nullstellenfreiheit von y in ]c,d[ voraus, so folgt nach dem eben Bewiesenen die Exis-

tenz einer Nullstelle ¢ € ]Jc,d[ von z. Dieses ¢ ist nur eine einfache Nullstelle von z, da sonst z = u
u; (.,1) (u#0) und dann

0= Bly.z] = Bly.utty (1) (1) = py (1)
wire, im Widerspruch zur Nullstellenfreiheit von y in ]c,d]. O

Eine Verallgemeinerung von Satz 3.3 liefert der folgende Satz 3.4, der wieder die Nullstellen von
zwei orthogonalen Losungeny € S\ {o}undz € S"\ {0} betrachtet und eine hinreichende Bedingung

fiir die Existenz einer Nullstelle von y-z gibt. Die hierbei vorausgesetzte Nichtdiskonjugiertheit in

[c,d] 1st im Satz 3.3, a) durch die spezielle Voraussetzung M; (d,c) =0 gegeben, also durch die Exis-

tenz einer nichttrivialen Losung von (L") mit einer zweifachen Nullstelle bei x = ¢ und einer Null-
stelle bei x = d. Die Nichtdiskonjugiertheit von (L) in [c,d] bedeutet geometrisch, dass es eine Gerade
gibt, die mindestens drei (mit ihren Vielfachheiten gezihlte) Treffpunkte mit dem Kurvenstiick Cicq
aufweist. Die in Teil a) des Satzes 3.4 vorausgesetzte Nullstellenfreiheit der Losung y € S im Inter-
vall ]c,d[ bedeutet geometrisch, dass das zu diesem Intervall gehdrige Kurvenstiick Cyc.qf von C (ohne
die Kurvenenden [y(c)] und [y(d)]) ganz auf einer Seite der zu y gehorigen Geraden G liegt. Eine
hinreichende Bedingung fiir die Existenz von nullstellenfreien Losungen von (L) und (L") im Intervall
[c,d] wird beispielsweise im unten noch folgenden Satz 4.9 durch die Klassenzugehorigkeit L
€ Kile,d[ U Kule,d[ gegeben, da (L) stets nichtoszillatorisch ist in [¢,d] fiir ¢, d € J. Die Zusatzvo-
raussetzung (3.12) fiir die Losung z bedeutet geometrisch, dass der zugehdrige Punkt O nicht auf der
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Verbindungsstrecke der Kurvenstiickendpunkte P =[y(c)] und Po = [y(d)] liegt. Im Beweis von
Satz 3.4 werden die verschiedenen moglichen Fille betrachtet, bei denen dann in Teil 1, &) die Fol-
gerung aus Satz 3.2, in den Teilen 1, f), 2,a) und 2, f, 1) der Satz 3.3 und in Teil 2, S, i) der Hilfs-
satz 4.4 zur Anwendung kommen.

Satz 3.4 Existenz einer einfachen Nullstelle einer Losung bei Nichtdiskonjugiertheit in [c,d]
und Nullstellenfreiheit einer orthogonalen Losung in Jc,d[
Esseic,deJ,c<d,y € S\ {0},z € S\ {0},
Bly,z] =0,
die Differentialgleichung (L) nichtdiskonjugiert in [c,d] und
d=n(c)
der erste rechte konjugierte Punkt von c.

a) Falls y (e S:) im offenen Intervall ]c,d[ nullstellenfrei ist und
(3.12) [z] # [AU; (,€) + (1-2) 1, (.d)] fiir alle A € [0,1]

gilt, dann hat z mindestens eine (einfache) Nullstelle in ]c,d].

Umgekehrt kann aus der Nullstellenfreiheit von z in ]c,d[ auch die Existenz einer (einfachen) Null-
stelle von y gefolgert werden.

Eine andere Formulierung der Aussage a) ist, dass bei giiltiger Bedingung (3.12) die Produktfunk-
tion y-z eine Nullstelle in ]c,d[ besitzt.

b) Falls z (e S; ) im offenen Intervall ]c,d[ nullstellenftrei ist und

(3.13) ] # [Auz(.,c) + (1-Dua(.,d)] fiir alle A € [0,1]
gilt, dann hat y mindestens eine (einfache) Nullstelle in ]c,d].
Umgekehrt kann aus der Nullstellenfreiheit von y in Jc,d[ auch die Existenz einer (einfachen) Null-
stelle von z gefolgert werden.
Eine andere Formulierung der Aussage b) ist, dass bei giiltiger Bedingung (3.13) die Produktfunk-
tion y-z eine Nullstelle in Jc,d[ besitzt.

Beweis fiir a): Es sei (L) nichtdiskonjugiert in [c¢,b] N J und

d=1n(c) =n+(c)
der erste rechte konjugierte Punkt von c (Definition in Abschnitt 4.6.2), also [¢,(c)[ das maximale
Diskonjugiertheitsintervall der Form [c,t[, t > ¢, t € J, und somit

(L) diskonjugiert in [c,d].
Die Diskonjugiertheit der Differentialgleichung (L) in einem Intervall [c,c+d[, 6 > 0, ist nach dem
Zusatz zu Satz 2.4 (in Abschnitt 2.7.7) gesichert, sodass es also ein Diskonjugiertheitsintervall der
Form [c.f], t > ¢, gibt. Ausfiihrlichere Betrachtungen zur Definition von 7(c) erfolgen noch im Kapi-
tel 4. Es werden im nachfolgenden Beweis die zwei Fille betrachtet, ndmlich dass

1) y in [c,d] nullstellenfrei ist und

2) y an mindestens einer Intervallgrenze c oder d eine Nullstelle hat.
Eine geometrische Veranschaulichung von Fall 1) gibt Abbildung 3.16 und von Fall 2) Abbil-
dung 3.17.

Dy +#0in[cd]:

Die zu y orthogonale Lésung z hat dann eine Nullstelle in [c,d], da sonst nach dem Beweis von
Satz 2.4 in Abschnitt 2.7.7 die Differentialgleichung (L) in [¢,d] ein Markov-Fundamentalsystem be-
sitzt und damit nach Coppel (1971), S. 89, Prop. 5, in [c,d] diskonjugiert wére, im Widerspruch zur
Voraussetzung. Im Falle z(c)-z(d) # 0 hat dann z eine Nullstelle im offenen Intervall ]c,d[, sodass die
Aussage des Satzes in diesem Fall bewiesen ist.

Es ist also nur noch der Fall z(¢)-z(d) = 0 zu behandeln. Dazu werden die beiden Unterfille betrachtet,
namlich dass fiir die Kurvenparameter ¢ und d entweder a) eine Doppeltangente oder ) keine Dop-
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peltangente vorliegt. Eine geometrische Veranschaulichung der beiden Fille erfolgt in Abbildung
3.16.

a) Sei [uz(.,c)] = [ua(.,d)].
Im noch zu behandelnden Falle z(¢)-z(d) = 0 ist hier
z(c) = Blua(.,c),z] = Bluua(.,d) z] = pz(d) (1 # 0),

z(c) =z(d)=0

Blux(.,¢),z] =0,

d. h. u(.,c) orthogonal zu z. Geometrisch heil3t dies, dass der zu z gehdrige Punkt O der Schnittpunkt
der Geraden G mit der Doppeltangente 7 ist.

Auflerdem ist die Losung yo := y nach Voraussetzung orthogonal zu z (B[y,z] = 0) und hier im Fall 1)
nullstellenfrei in [¢,d]. Da die Differentialgleichung (L) im abgeschlossenen Intervall [¢,d] (C J) stets
nichtoszillatorisch ist, hier wegen der Wahl von d = 7(c) in [c,d[ diskonjugiert ist und damit nach
Satz 4.2 auch zur Klasse Cic,d[ N Cule,d[ C Ki]e,d[ U Kule,d[ gehort, existiert nach Satz 4.9 (mit
nachfolgender Anmerkung zu einem abgeschlossenen Intervall J = [a,b]) auch noch eine in [c,d] null-
stellenfreie Losung zo € S*. Insgesamt sind damit alle Voraussetzungen fiir die im Anschluss an
Satz 3.2 aufgefiihrte Folgerung b) erfiillt, sodass die Losung z eine ungerade Anzahl von Nullstellen
und somit mindestens eine Nullstelle in ]c,d[ hat.

also

und

P

-
-
-
-
-
-
-
-
-

0o\ T =(z(c)) = (z(d))
y©]  [y(d)]

Abb. 3.16 1, o) Darstellung des Kurvenstiicks Cycq mit der Doppeltangente 7= (z(c)) = (z(d)) , der zu y gehdrigen

Geraden G ohne Treffpunkt mit dem Kurvenstiick, des zu z gehdrigen Schnittpunktes Q von G und 7 und
einer Tangente von Q aus an das Kurvenstiick.

1, B) Darstellung des Kurvenstiicks Cjc.q, wobei die Tangente 7= (z(c)) den Kurvenpunkt P = [y(d)]

trifft, aber keine Doppeltangente vorliegt, der zu y und y = ux(.,d) gehorigen Geraden G und T jeweils
ohne Treffpunkt mit dem Kurvenstiick, des zu z gehdrigen Punktes O auf G fiir die beiden Fille
)0=TN Gundii) Q= T~ G und einer Tangente von Q aus an das Kurvenstiick.

B) Sei [u2(.,c)] # [u2(.,d)].
Nach der unten noch folgenden Feststellung (4.6) (in Abschnitt 4.6) ist

d = n(c) = min {z21(c),z12(c)},
also ux(d,c)-u2(c,d) = 0 (d. h. (3.8) Doppelpunkt oder Doppeltangente bei ¢ und d) und o. E. (ggf. ana-

loge Betrachtung)
uz(d,c) = 0.
Geometrisch bedeutet dies, dass die zum Kurvenparameter ¢ gehorige Tangente <Z(C)> durch den

Kurvenpunkt [y(d)] geht, aber keine Doppeltangente vorliegt.
Wegen ux(d,c) =0 und ux(d,d) =0 gilt nach (2.25) (mit j =0, y =u(.,c), ua(.,d)) ua(.,c), ux.,d)

L ) (d) und wegen der vorausgesetzten linearen Unabhdngigkeit von ux(.,c) und u2(.,d) dann
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[u2('7c)5u2('7d)] = [u;(7d) ]L-
Im noch zu behandelnden Falle z(¢)-z(d) = 0 ist jetzt im Fall B)
(z(0).2(d)) # (0,0);

denn aus z(c) = z(d) = 0 wiirden nach (2.25) (mit j = 0) die Relationen ux(.,c), u2(.,d) L z, wegen der
linearen Unabhingigkeit von ux(.,c) und ux(.,d) dann

v € [z = [0 ()] = [ (D) T,
yL u; (-,d) und wieder mit (2.25) (mit j = 0) y(d) = 0 folgen, im Widerspruch zur Voraussetzung des

Falles 1). Die Stellen ¢ und d sind also nicht gleichzeitig eine Nullstelle von z. Es sind nun die beiden
Fille

1) z(c)=0 # z(d) und

i1) z(c) # 0 = z(d)

zu behandeln, da oben schon o. E. die Stellen ¢ und d mit ux(d,c) = 0 gewéhlt wurden.

1) Im Fall z(c) = 0 # z(d) sind fiir y und z die Voraussetzungen des Satzes 3.3, b, 2) erfiillt: Dabei
ergibt sich die benétigte lineare Unabhéngigkeit von y und ua(.,c), da bei linearer Abhéngigkeit, also
bei y = Aua(.,c), hier y(d) = Auz(d,c) = 0 folgen wiirde, im Widerspruch zur Voraussetzung des Falles
1). Nach diesem Satz folgt dann, dass z in ]c,d| eine Nullstelle besitzt.

i1) Im Fall z(c) # 0 = z(d) sind die Voraussetzungen des Satzes 3.3, a, 1) bzw. 2) erfiillt, wenn man ¢
und d vertauscht, j :=uo(.,d) anstelle von y verwendet und die Fallunterscheidung [u; (,0)]
= [15(,d)] und [15(.,¢)] # [4(.,d)] durchfiihrt: Es ist nimlich wegen der Wahl von d = 5(c) (L)
diskonjugiert in [c,d[, insbesondere in ]c,d[, nach Satz 4.3 von Abschnitt 4.1 dann auch in Jc,d] und
demnach y =uz(.,d)>0in ]c,d[. Weiter ist nach (2.25) (mitj =0) B[ y ,z] = Bluz(.,d),z] =z(d) =0,
also y orthogonal zu z, u, (¢,d) =ur(d,c)=0und [z] # [ (-,C)] wegen z(c) # 0 = 1(¢,¢) im Fall
ii). AuBerdem sind im Fall [t (.,c)] = [15(.d)] fir 7 die Randbedingungen 7(d) =ux(d,d) =0
und j(c) =0 erfiillt, da aus 7(d) = 0 nach (2.25) (mitj=0) 5 L % (.d) = ut5;(.,¢) (1 # 0) und
daraus auch y(c) = 0 folgt. Im Fall [u; (,o)] # [M2+ (-,d)]sind schlieBlich fiir 7 die Randbedingungen
7(d) =0+ y(c) erfiillt: Denn aus der Annahme j(c) =0 wiirde hier zusammen mit u2(c,c) =0,
ux(d,c) = 0 nach (2.25) (mit j = 0) die Inzidenz z € [§ 1* = [4 (-©), 1 (-d)] = [ua(.,c)]*, somit z

= Auy(.,c) und z(c) = 0 folgen, im Widerspruch zur Voraussetzung des betrachteten Falles ii). Nach
dem Satz 3.3 besitzt somit z in ]c,d[ eine Nullstelle.

2) y(e)-¥(d) = 0:

In dem Fall, dass y zumindest an einer Intervallgrenze ¢ oder d eine Nullstelle aufweist, werden die
beiden Unterfille betrachtet, ndmlich dass fiir die Stellen ¢ und d entweder o) ein Kurvendoppelpunkt
oder B) kein Kurvendoppelpunkt vorliegt. Eine geometrische Veranschaulichung der beiden Fille
wird in der Abbildung 3.17 gegeben. Die zur Losung y gehorige Gerade geht dabei also zumindest
durch einen der beiden Kurvenpunkte [y(c)] und [y(d)].

@) Sei [ ()] = [(-d)].
Bei Vorliegen eines Doppelpunkts an den Stellen ¢ und d ist M; (.,c) = uug(-,d) mit einem x4 # 0 und
damit

w(e) = By, 15 ()] = pBly, 15 (,d) ] = uy(d).
Im Fall 2, a) gilt also
W) =y(d)=0.
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Weiter ist mit der Bedingung (3.12) [z] # [z2] ¥ A € [0,1], z2 == A, (,¢) + (1-2)% (-,d) , insbesondere
auch

[2] # [21] = [ (0)]
erfiillt. Nach Satz 3.3, a, 1) folgt dann, dass z in ]c,d[ eine Nullstelle hat.

2,a) 2, B)

C

0« [z]
P=[y(c)]=[y(d)]
Abb. 3.17 2, a) Darstellung des Kurvenstiicks Cj.4 mit dem Kurvendoppelpunkt P = [y(c)] = [y(d)], der Geraden G

durch P und ohne Treffpunkt mit dem Kurvenstiick, des Punktes Q auf G mit Q # P und einer Tangente
von Q aus an das Kurvenstiick

2, B) Darstellung des Kurvenstiicks Cy. 4, wobei die zum Kurvenpunkt P, = [y(c)] gehorige Tangente T
= (z(c)) den Kurvenpunkt Py = [y(d)] trifft, aber kein Doppelpunkt vorliegt, der Geraden G durch Py und

ohne Treffpunkt mit dem Kurvenstiick, des Punktes O, der auf G, aber nicht auf der (rot gestrichelt gezeich-
neten) Verbindungsstrecke von P; und Py liegt, und einer Tangente von Q aus an das Kurvenstiick

B) Sei [t (-€)] # [16(-d)].
Bevor hier im Fall 2, B) die weitere Fallunterscheidung

1) ¥(c) # 0=y(d) und

i) y(c) =0
stattfindet, werden zuerst einige Voriiberlegungen durchgefiihrt. Geometrisch bedeutet diese Fallun-
terscheidung, dass einmal die zu y gehorige Gerade G durch den Kurvenpunkt [y(d)] und nicht durch
den Kurvenpunkt [y(c)] geht und das andere Mal G durch den Kurvenpunkt [y(c)] geht.

Bei Ausschluss eines Doppelpunkts an den Stellen ¢ und d sind die Losungen
z1 = M;(.,C) und zo = u;(,d)

linear unabhingig und ist ihre lineare Hiille
[z1,20] = {z= A1z1 + Aozo : Lo, 11 € R}

ein zweidimensionaler Unterraum von S*. Wie oben schon im Fall 1, B) mit der Feststellung (4.6)
d =n(c) = min {z21(c),z12(c)}

begriindet wurde, gilt ux(d,c)-u2(c,d) = 0 und kann o. E. (ggf. nach Vertauschen von ¢, d)

zo(c) = U, (¢,d) = ux(d,c) =0
angenommen werden. Geometrisch bedeutet dies, dass die zum Kurvenparameter ¢ gehorige Tan-
gente <Z(C)> durch den Kurvenpunkt [y(d)] geht. Wegen zi(c) = zo(c) = 0 erhélt man mittels (2.25)

( = 0) fiir den zweidimensionalen Unterraum [z1,z0] die Darstellung als orthogonales Komplement
von uy(.,c):

[z1,20] = [u2(.,0)]*
Fiir eine nichttriviale Losung w € [z1,z0] \ {0} dieses Unterraums gilt zunédchst die Darstellung
w = Aiz1 + Aozo mit (11,40) # (0,0). Im Fall A1 + Ao = 0 erhilt man daraus die Darstellung

w = A1:(21 - 20) = MZw it ze =21 - 20, A1 € R\ {0}.
Im Fall 41 + Ao # 0 erhdlt man mit A := A1/(A41 + Ao) die Darstellung

w=Az1 + (1-A)zo =: z2 mit A € R.
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In beiden Féllen ist also

[w] =[z2] miteinem A € R U {oo}.
Weiter kdnnen jetzt noch Aussagen iiber die Vorzeichen der Ableitungen der Losungen z; und zo an
den Intervallgrenzen ¢ und d hergeleitet werden. Wegen der Diskonjugiertheit von (L) in [c,d[ liegt
nach Satz 4.2 (in Abschnitt 4.1) auch die Diskonjugiertheit von (L") in [c,d[ vor. Demnach ist z)

=1, (-,¢) > 0in Je,d[, z1(d) > 0 und bei z1(d) = 0 noch
21(d) < 0.

Wegen der nach Satz 4.2 auBBerdem vorliegenden Diskonjugiertheit von (L") in ]¢,d] ist auch noch zo
= 1, (.,d) > 0= z(c) in Je,d[ und

z0°(c) 2 0.
Genauere Aussagen iiber die Ableitungen z1‘(d) und zo‘(c) konnen nun bei weiterer Fallunterschei-
dung fiir den betrachteten Fall B) (kein Doppelpunkt an den Stellen ¢ und d) getroffen werden.
Im Falle [u2(.,c)] = [u2(.,d)] liegt fiir die Kurvenparameter ¢ und d die Eigenschaft (3.11) einer Dop-
peltangente ohne Doppelpunkt vor, sodass nach der in Abschnitt 3.1.7 angegebenen Charakterisie-
rung 4) noch

z1(d) = 0 = zo(c)
und z1°(d) # 0, zo‘(c) # 0 gilt und fiir die Ableitungen somit

z1°(d) <0 und zo°(c) > 0.
Im Falle [u2(.,c)] # [u2(.,d)] liegt flir die Kurvenparameter ¢ und d kein Doppelpunkt (Fall 2, ) und
keine Doppeltangente, also nicht die Eigenschaft (3.8) ux(d,c) = ua(c,d) = 0 vor. Da oben o. E. ux(d,c)
= 0 angenommen wurde und somit

zo(e) = U (¢,d) = ux(d,c) =0

ist, kann beim Nichtvorliegen von (3.8) nicht auch noch zi(d) = u, (d,c) =uz(c,d)=0 gelten, sodass
z1(d) # 0 ist. Da im vorliegenden Fall 2, B) die Eigenschaft (3.6) eines Doppelpunkts nicht vorliegt,
ist aulerdem zo‘(c) = u; '(c,d) # 0. Mit der obigen Betrachtung folgt daher

z1(d) > 0 und zo‘(c) > 0.
Nach diesen Voriiberlegungen werden jetzt die oben bereits genannten Félle 1) und ii) behandelt.
1) Im Fall y(c) # 0 = y(d) erhélt man wegen der dadurch vorliegenden linearen Unabhingigkeit von y
und ux(.,c), wegen ux(d,c) = 0 und (2.25) (j = 0) den Durchschnittsunterraum

VI A [z120] = 1 A (o0 = [16(-d)]
und insbesondere auch fiir dessen Teilmenge

b1 U 2] = [5G,

2€0,1]

Daher ist hier fiir die Losungen z € [y]* die Bedingung (3.12) [z] # [z2] ¥V A € [0,1] gleichbedeutend
mit

(2] = [16(-d)].
Geometrisch hei3t dies, dass der zu z gehorige Punkt O auf der zu y gehdrigen Geraden G liegt, die
durch Py = [y(d)] und nicht durch Pi =[y(c)] geht, und Q nicht mit dem Kurvenpunkt Po = [y(d)]
iibereinstimmt. Nach Satz 3.3, a, 2) (mit ¢, d vertauscht) folgt, dass z in ]c,d[ eine Nullstelle hat.

i1) Im Fall y(c) = 0 kann mittels des unten noch folgenden Hilfssatzes 4.4, a, 1) (in Abschnitt 4.6) die
Ubereinstimmung

V] = [u2(.0)]
geschlossen werden: Denn da im jetzt betrachteten Fall 2, ) kein Doppelpunkt und damit insbeson-
dere auch kein Doppelpunkt ohne Doppeltangente vorliegt, also (3.10) fiir ¢ und d ausgeschlossen ist,
und L € D([c,d]) = Ci([c,d]) N Cu([c,d]) € Ki(]e,d]) gilt, wiirde aus der Annahme [y] # [u2(.,c)] nach
dem Hilfssatz 4.4, a, 1) (mit 7 = ¢ und kein Doppelpunkt fiir ¢, d) die Existenz einer Nullstelle von y
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in ]c,d[ folgen, im Widerspruch zur Voraussetzung. Die zu y gehorige Gerade G stimmt also mit der
Tangente des Kurvenpunkts [y(c)] iiberein.
Damit gilt fiir die betrachtete Losung z die Inzidenz

z € V* = [wa(0)]" = [21,20),
also nach der Voriiberlegung
[z] =[za] mit L € R U {oo}.
Der zu z gehorige Punkt Q liegt auf der Geraden G, die durch die beiden Punkte Pi =[y(c)] und

Po=[y(d)] geht.
Aufgrund des Ausschlusses bestimmter Losungen z durch die Bedingung (3.12) ist dann

[z] = [z4] mit einem A € ]-00,0[ U ]1,+oo[ U {oo}.
Geometrisch heifit dies, dass der zu z gehorige Punkt QO auf der Verbindungsgeraden G der Punkte
P und Py liegt, aber nicht auf der Verbindungsstrecke dieser beiden Punkte.

Aus den Werten von Z,(lk)(c) und Zflk)(d) (k =0, 1) kann nun gefolgert werden, dass z1 und damit

auch z in Je,d[ eine Nullstelle hat: Fiir z1 := 4 (.,¢), zo == 1, (,d) gilt

z1(c) =z1°(¢) =0,

z0(d) = z0°(d) = 0,

20(0) = 1y (6, d) =ur(d,c) = 0
und damit

zi(c)=0, zi'(c)=(1-1) z0'(c), zud)=Azi(d), zi(d)=Az1°(d),

zo(€) =0, z*(c) = - 20°(c), zo(d) =21(d),  zw*(d) = z1°(d).
Im Falle [u2(.,c)] = [u2(.,d)] hat man nach der Voriiberlegung noch

21(d) =0, 21°(d) <0,

20°(c) > 0,
also insgesamt

zic)=0, z2'(c)=(1-A)z'(c)<0fiir A>1 bzw.>0 fiir A <0,

zi(d)=0, z2(d)=2Az1°(d)<0 fir A>1 bzw.>0 fiir <0,

zo(c) =0, zx'(c) <0,

zo(d) =0, zx(d) <O0.
Fiir A > 1 bzw. fiir A < 0 besitzen die beiden Werte (1 - A) und A verschiedene Vorzeichen. Aulerdem
haben die Ableitungen zo‘(c¢) > 0 und z:1°(d) < 0 verschiedene Vorzeichen. Demzufolge sind fiir die
A € J1,+oo[ U {oo} die Stellen ¢ und d Nullstellen von z; mit jeweils einem negativen Wert der Ab-
leitung z;°, sodass zz in ]c,d[ eine Nullstelle hat. Fiir die 4 € ]-0,0[ sind ¢ und d Nullstellen von zx
mit jeweils einem positiven Wert der Ableitung z.°, sodass zx ebenfalls in ]c,d[ eine Nullstelle hat.
Fiir die A € [0,1] dagegen sind die Werte 1 - A und A beide nichtnegativ mit (1-4,4) # (0,0), sodass
die Ableitungen z;1‘(c) und z,‘(d) verschiedene Vorzeichen haben. Daher kann fiir diese A keine Null-
stelle von zx gefolgert werden.
Im Falle [ux(.,c)] # [u2(.,d)] hat man nach der Voriiberlegung noch

z1(d) > 0 und zo‘(c) > 0,
also insgesamt

zi(c)=0, zi(c)=(1-A) zo°(c) <0 fiir A>1 bzw.> 0 fiir A <0,

zi(d) = Azi(d) <0 fir A>1 bzw.>0 fiir <0,
Zo(€) =0, zx'(c) <0,
Zo(d) = z1(d) > 0.

Fiir die betrachteten A € ]-00,0[ U ]1,#+00[ U {0} hat aufgrund der Randbedingungen und der Stetig-
keit die Losung zz und damit auch z in ]c,d[ eine Nullstelle.

Eine Nullstelle xo € ]Je,d[ von z ist nur eine einfache Nullstelle, da sonst z(xo) =2z’(x0) =0, also z
= p; (,%,) (u # 0) und damit
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0= Bly,z] = uBly, Uy (-,%,) (x0) = uy(xo)
wire, im Widerspruch zur Nullstellenfreiheit von y in ]c,d[. Damit ist unter den Voraussetzungen von
Satz 3.4, a) die Existenz einer einfachen Nullstelle von z in Jc,d[ bewiesen. Umgekehrt folgt somit
aus der Nullstellenfreiheit von z in ]c,d[ die Existenz einer (einfachen) Nullstelle von y. Die Einfach-

heit der Nullstelle 7o € ]c,d[ von y folgt dabei analog, da sonst y = ut4(.,%,) (u # 0) und

0= Bly.z] = uB[,(.,1) ,2](t0) = piz(t0)
wire, im Widerspruch zur Nullstellenfreiheit von z in Jc,d]. O

Geometrisch gesehen wird in Satz 3.4, a) der Fall betrachtet, dass die Gerade G das Kurvenstiick Cjc.q
ohne die Kurvenenden P1 = [y(c)] und Po = [y(d)] nicht trifft. Fiir bestimmte Punkte Q auf der Gera-
den G wird die Existenz einer Tangente an das nicht abgeschlossene Cjcq nachgewiesen. Der spezi-
ellere Fall, dass G das abgeschlossene Kurvenstiick Cjc,4q) samt seinen Kurvenenden nicht trifft, wird
im Beweisteil 1) des Satzes 3.4 behandelt und noch einmal im nachfolgenden Zusatz (im Anschluss
an Satz 3.5) betrachtet. Der andere Fall, dass G nur das Kurvenstiick Cj.4 (ohne die Kurvenenden)
nicht trifft, aber zumindest ein Kurvenende Po oder P; trifft, wird in Beweisteil 2) des Satzes 3.4
untersucht. Hierbei miissen mit der Bedingung (3.12) die Punkte Q auf der Verbindungsstrecke von
Py und Py ausgeschlossen werden, da fiir diese keine Tangente an das Kurvenstiick Cj.q4 hergeleitet
werden kann. Dass diese Punkte Q allein unter der Voraussetzung d = #(c) tatsdchlich keine Tangente
an Cj.q besitzen, wird zu Beginn des Beweises des nachfolgenden Satzes 3.5 hergeleitet und in der
Abbildung 3.17, 2, B) dargestellt. Dass diese Punkte O der Verbindungsstrecke von P; und Py aber
eine Tangente an das abgeschlossene Kurvenstiick Cc4 und somit an den Enden des Kurvenstiicks
aufweisen, ergibt sich ebenfalls im Beweis von Satz 3.5.

Wihrend in Satz 3.4, a) eine Gerade G ohne Treffpunkt mit Kurvenstiick Cjcq4 vorgegeben ist und fiir
die Punkte Q auf der Geraden G, die nicht auch noch auf der abgeschlossenen Verbindungsstrecke
von P und Py liegen, die Existenz einer Tangente an dieses Kurvenstiick Cj.q aufgezeigt wird, geht
man im Satz 3.5, a) von einem Punkt Q auf der Verbindungsstrecke von P; und Py aus und untersucht
fiir eine beliebige durch Q verlaufende Gerade G die Existenz eines Treffpunktes mit dem Kurven-
stiick. Fiir den Punkt O wird im Beweis gezeigt, dass von ihm aus keine Tangente an das Kurvenstiick
Cle.q[, aber eine Tangente zu mindestens einem Kurvenende P; oder Py geht. Fiir die Gerade G wird
gezeigt, dass stets ein Treffpunkt mit dem abgeschlossenen Kurvenstiick Cjc 4 vorliegt. Mit dem nicht
abgeschlossenen Kurvenstiick Cjcq; (ohne seine Kurvenenden) aber liegt ein Treffpunkt der Geraden
G nur vor, wenn kein Kurvendoppelpunkt P1 = Py vorliegt, der Punkt O echt zwischen P und Py liegt
(Q # P1, Po) und die Gerade G nicht mit einer der beiden Tangenten der Kurvenstiickendpunkte P;
und Py ilibereinstimmt. Eine geometrische Veranschaulichung liefert Abbildung 3.18.

Satz 3.5 Existenz einer einfachen Nullstelle einer Losung im abgeschlossenen Intervall [c,d]
bei Nichtdiskonjugiertheit in [c,d] und einer speziellen orthogonalen Losung
Es seien y und z nichttriviale orthogonale Lésungen von S bzw. S*, also
Bly,z] =0,
die Differentialgleichung (L) nichtdiskonjugiert im abgeschlossenen Intervall [c,d] und
d=n(c)
der erste konjugierte Punkt von c.

a) Falls z zu den speziellen Losungen mit
[2]=[z2], 2 € [0,1], (z2:= 215 (+€) + (1-2)% (-d))
gehort, dann besitzt z keine Nullstelle im offenen Intervall ]c,d[, aber eine Nullstelle an mindestens

einer Intervallgrenze ¢ oder d und y (€ S:) eine Nullstelle xo im abgeschlossenen Intervall [c,d].
Falls diese Nullstelle xo von y im offenen Intervall ]c,d[ liegt, ist sie eine einfache Nullstelle von

y.
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b) Falls y zu den speziellen Losungen mit
1= D], 4 € [0,1], 2= Ay (5€) + (1-A) () )
gehort, dann besitzt y keine Nullstelle im offenen Intervall ]c,d[, aber eine Nullstelle an mindestens
einer Intervallgrenze ¢ oder d und z (e S; ) eine Nullstelle # im abgeschlossenen Intervall [c,d].

Falls diese Nullstelle 7 von z im offenen Intervall ]c,d[ liegt, ist sie eine einfache Nullstelle von z.

a, o) a, B)
C
Go [y]
T < (z(c) B Gl
216 0= P=[y(e)]=[y(@)] TR R

Abb. 3.18 a, a) Darstellung des Kurvenstiicks Cjc.4 mit dem Kurvendoppelpunkt P = [y(c)] = [y(d)], des Punktes
Q = P, der Geraden G durch Q = P und ein Treffpunkt von G mit dem Kurvenstiick

a, B) Darstellung des Kurvenstiicks Ci.q4, wobei die zum Kurvenpunkt P; = [y(c)] gehorige Tangente T
= (z(c)) den Kurvenpunkt Py = [y(d)] trifft, aber kein Doppelpunkt vorliegt, des Punktes Q auf der Verbin-

dungstrecke von P; und Py, der Geraden G durch Q und ein Treffpunkt von G mit dem Kurvenstiick

Beweis des Satzes 3.5, a) mittels Satz 3.3, b, 1), 2): Wegen d = 5(c) ist das abgeschlossene Intervall
[c,d] das kleinste Nichtdiskonjugiertheitsintervall der Form [c,], ¢ > ¢, und (L) diskonjugiert in [c,d[
und nach Satz 4.3 auch in ]Jc,d]. Nach Satz 4.2 ist dann auch (L") diskonjugiert in [c,d[ und ]c,d] und
demzufolge

15(-,€) > 0 und 1 (,d) >0 in Jed[,

z2:= A (,€) + (1-2) 5 (d) > 0in Je,d[ ¥ A € [0,1].
Falls z € S\ {0} mit [z] = [z4] fiir ein A € [0,1] ist, so gilt auch

z=pza# 0 (p+0)in Jc,d[.
Geometrisch bedeutet dies, dass die zu den Losungen z € S™\ {o} mit [z] = [z2], A € [0,1], gehorigen
Punkte Q jeweils keine Tangente an das Kurvenstiick Cj..4 ohne die Kurvenenden besitzen.

Fiir den Beweis des Satzes ist zu zeigen, dass im Falle [z] = [z4], A € [0,1], jede Losung y € S:\ {0}
in [c,d] eine Nullstelle hat. Es sei jetzt also [z] = [z4] mit einem A € [0,1]und y € S:\ {0}. Es werden
zwei Fille unterschieden, namlich dass fiir die Intervallgrenzen ¢ und d entweder

a) ein Kurvendoppelpunkt oder

B) kein Kurvendoppelpunkt
vorliegt.

o) Falls fiir die Kurvenparameter ¢ und d ein Doppelpunkt vorliegt, ist
1, (,d) = pi5 (,€) mit >0

und
(2] = [22] = [t (+0) ] = [, (-] = [t ()],

da wegen >0 auch k.= A+ (1-A)u>0V A € [0,1] ist. Fiir die Losung z gilt insbesondere

z(c) =z(d) =0,
sodass geometrisch gesehen der zugehdrige Punkt Q = [y(c)] = [y(d)] auf den Tangenten der Kurven-
stiickendpunkte [y(c)] = [y(d)] liegt.
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Firy € S.=[z]* = [t (-,¢) ]* = [t (.,d) ]* gilt nach (2.25) (j = 0)
Me)=xy(d)=0,

sodass y eine Nullstelle in [c,d] aufweist.

B) Falls fiir die Kurvenparameter ¢ und d kein Doppelpunkt vorliegt, also z1 = 4 (.,¢) und zo= 14 (.,d)

linear unabhéngig sind, und hier bei d =7(c) o. E. (siehe dazu die Ausfiihrungen in Teil 2, B) im
Beweis des Satzes 3.4)

u, (¢,d) =ux(d,c)=0
gilt, erhélt man wie im Beweisteil 2, ) des Satzes 3.4 mittels (2.25) (j = 0) die Inklusion
(2] = [22] € [z1.20] = [ (€), 8 (-d)] = 12,01,
weiter mittels (2.25) den Wert
z(c)=0
und gemiB der Definition von z1 den Wert
2(d) = pzi(d) = pAtt, (d,C) .

Die geometrische Interpretation von z(c) = 0 besagt, dass von dem zu z gehorigen Punkt Q zumindest
eine Tangente zum Kurvenstiickendpunkt [y(c)] geht. Bei der Bestimmung des Vorzeichens von z(d)
werden jetzt fiir A € [0,1] die Félle A=1, A=0und 4 € ]0,1[ getrennt behandelt.

Falls A =1, ist [z] = [z1] = [%, (,¢) ] und nach (2.25) (j = 0) y(c) = 0.

Falls A =0, also [z] = [z0] = [, (,d)] ist, folgt analog y(d) = 0.
Es ist noch der Fall A € ]0,1[ zu betrachten. Im Fall [y] = [u2(.,c)] gilt schon y(c) = 0 (und nach obiger
o. E.-Fallbetrachtung u2(d,c) = 0 auch y(d) = 0). Im Fall

[v] # [uz(.,0)]

ist damit schon eine der Voraussetzungen von Satz 3.3, b, 1), 2) erfiillt. Zur Sicherung der weiteren
Voraussetzungen dieses Satzes werden noch die Félle

1) , (d,c) =0und

2) uy(d,c) #0
unterschieden.

ImFall 1) 4, (d,c) =0 liegt fiir die Parameter ¢ und d die Eigenschaft (3.8) (Doppelpunkt oder Dop-

peltangente: M; (c,d) = M; (d,c) =0) vor und, da im vorliegenden Fall B) nach Voraussetzung kein

Doppelpunkt vorliegt, eben eine Doppeltangente:
[u2(.,0)] = [u2(.,d)].

Damit sind im Fall 1) die Voraussetzungen fiir die Anwendung von Satz 3.3, b, 1) erfiillt.

Im Fall 2) M; (d,c) + 0 (folglich kein Doppelpunkt und keine Doppeltangente) ist wegen pA # 0 die
fiir Satz 3.3, b, 2) noch benétigte Voraussetzung

2(d) = pza(d) = pAtt; (d,c) 0
gegeben.

Daher kann bei A € 10,1 und [y] # [u2(.,c)] in beiden Féllen 1) und 2) nach diesem Satz 3.3, b) 1), 2)
die Existenz einer Nullstelle von y sogar im offenen Intervall ]c,d[ gefolgert werden:

W(to) =0 fiir ein to € Jc,d|.
Insgesamt ist damit fiir die z € S" mit [z] = [z4], A € [0,1], die Nullstellenfreiheit im offenen Intervall
le,d[, die Existenz einer Nullstelle an mindestens einer Intervallgrenze ¢ oder d und fiir alle y € S
die Existenz einer Nullstelle 7o von y im abgeschlossenen Intervall [c¢,d] gezeigt.
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Wenn diese Nullstelle 7o von y im offenen Intervall Jc,d[ liegt, ist sie eine einfache Nullstelle: Denn

bei einer zweifachen Nullstelle 7o € ]c,d[ von y folgt y = uts,(-,%,) (u # 0) und

0= Bly,z] = uB[ 1, (1) ,2](to) = pez(to),
im Widerspruch zur oben im Beweis begriindeten Nullstellenfreiheit von z in Jc,d[. O

Als Folgerung aus den Sétzen 3.5 und 3.4 erhilt man den folgenden Zusatz, dessen Teil a) geomet-
risch gesehen den Fall betrachtet, dass eine vorgegebene Gerade G das abgeschlossene Kurvenstiick
Cleq) nicht trifft. Jeder beliebige Punkt O auf dieser Geraden besitzt dann eine Tangente an das Kur-
venstiick Cjcq4 (ohne die Enden). Die Situation, dass Q auf der Verbindungsstrecke der Kurvenenden
P1=[y(c)] und Py = [y(d)] liegt, kann dabei nicht auftreten. Eine Veranschaulichung dieser Situation
wird in der Abbildung 3.16 gegeben.

Zusatz zur Existenz einer einfachen Nullstelle einer Losung im offenen Intervall ]c,d[ bei Nicht-
diskonjugiertheit und Nullstellenfreiheit einer orthogonalen Losung im abgeschlosse-
nen Intervall [c,d]

Es sei die Differentialgleichung (L) nichtdiskonjugiert im abgeschlossenen Intervall [c¢,d], es sei

d=n(c)
der erste konjugierte Punkt von ¢ und es seien y und z nichttriviale orthogonale Lésungen von S bzw.
St

Bly,z] =0.

a) Falls y nullstellenfrei im abgeschlossenen Intervall [c,d] ist, so ist fiir z (€ S: ) die Bedingung

(3.12) von Satz 3.4 erfiillt und damit die Existenz einer (einfachen) Nullstelle von z im offenen
Intervall ]c,d[ gesichert.

b) Falls z nullstellenfrei im abgeschlossenen Intervall [c,d] ist, so ist fiir y (€ S:) die Bedingung (3.13)
von Satz 3.4 erfiillt und damit die Existenz einer (einfachen) Nullstelle von y im offenen Intervall
]e,d[ gesichert.

Beweis des Zusatzes a): Ein Beweis fiir die Aussage a) des Zusatzes, also die Existenz einer Nullstelle
von z in ]c,d[, wurde oben schon im Teil 1) des Beweises von Satz 3.4, a) gefiihrt, im den der Fall
behandelt wird, dass die Losung y im gesamten abgeschlossenen Intervall [c,d] nullstellenfrei ist.

Eine weitere Begriindung dieser Aussage erhélt man auch dadurch, dass nach Satz 3.5, a) bei Vorlie-
gen einer im abgeschlossenen Intervall [c¢,d] nullstellenfreien Losung y fiir eine dazu orthogonale
Losung z nicht die Ubereinstimmung [z] = [z2] fiir ein A € [0,1] gilt und somit die Bedingung (3.12)
von Satz 3.4 erfiillt ist. Unter Verwendung der Nullstellenfreiheit von y insbesondere in ]c,d[ erhélt
man dann mit Satz 3.4, a) auch die Existenz einer Nullstelle xo von z in ]c,d[. Die Einfachheit dieser
Nullstelle xo wird am Ende des Beweises von Satz 3.4 begriindet. O
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4 Eigenschaften der Klassen K, und K|

4.1 Diskonjugiertheit

Eine fundamentale Rolle bei den Untersuchungen der gegenseitigen Lage der Nullstellen zweier Lo-
sungen und derer Ableitungen spielt der folgende Hilfssatz 4.1. Er kommt hier bei den Beweisen von
Satz 3.3, Satz 4.1 und Hilfssatz 4.4 zum Einsatz. Er liefert mit Teil 1 eine Verstirkung der Aussage
von Lemma 1 in Coppel (1971), S. 4 (u(c) = u(d) =0, v # 0 in [¢,d]) und mit Teil 2 eine Erweiterung
von Lemma 2.13 in Barrett (1969), S. 445 (u/v— 0beix N cund beix 7 d, v # 0in Jc,d[). Zu seinem
Beweis vergleiche man auch die Beweise von Hilfssatz 2.1 in Abschnitt 2.7.4 und von Proposition 5
in Coppel (1971), S. 89. Letztere Aussage kann speziell fiir n = 2 folgendermallen formuliert werden:
Sind y1, y2 € C'(J) und ist y; nullstellenfrei in J, so hat y und auch jede nichttriviale Linearkombina-
tion y = a1y1 + a2)2 von y1, 2 hochstens eine (einfache) Nullstelle in J genau dann, wenn die Wronski-
Determinante W[y1,y2] der beiden Funktionen in J nullstellenfrei ist. Die Existenz einer Nullstelle der
Wronski-Determinante ist also dquivalent zur Existenz einer nichttrivialen Linearkombination mit
mindestens zwei Nullstellen. Zur Beweisrichtung ,,= wird gezeigt, dass es zu einer Nullstelle xo € J
der Determinante W[y1,)2] ein spezielles Zahlenpaar (ai,a2) # (0,0) als Losung des Gleichungssys-
tems y(xo) =y’ (xo) = 0 gibt, sodass xo zweifache Nullstelle der zugehdrigen nichttrivialen Linearkom-
bination y von y1, y2 ist. Zur Beweisrichtung ,,&* wird gezeigt, dass beim Auftreten von zwei Null-
stellen einer nichttrivialen Linearkombination y von y1, y2 (a2 # 0) nach dem Satz von Rolle eine
Nullstelle fiir die Ableitung (y/y1)¢ existiert. Wegen (y/y1)* = oaW[y1,y2)/»1? existiert dann auch eine
Nullstelle der Wronski-Determinante. Wahrend beim Beweis von Hilfssatz 2.1 mit dem Satz von
Rolle zwischen zwei benachbarten Nullstellen der Funktion u bzw. der Quotientenfunktion 4 = u/v
auf eine Nullstelle der Ableitung /° von & bzw. der Wronski-Determinante W[u,v] geschlossen wird,
kommt beim nachfolgenden Beweis von Hilfssatz 4.1 mit der expliziten Angabe des Vorzeichens des
Koeffizienten A in der Linearkombinaton w =u - Av der Extremalsatz von Weierstra3 zur Anwen-
dung, um zunéchst auf eine Maximumstelle fiir die Quotientenfunktion /4 = u/v im abgeschlossenen
Intervall zu schlieen. Weiter wird dann mit einem Satz von Fermat von der Maximumstelle auch
noch auf eine Nullstelle der Ableitung /4 und daraus auf eine zweifache Nullstelle der speziellen

Linearkombination w=u - Av (1 = Ir%azi] h(x) > 0) geschlossen.

Hilfssatz 4.1 Existenz einer Linearkombination zweier Funktionen, die nichtpositiv ist und
eine zweifache Nullstelle besitzt
Die reellwertigen Funktionen u und v seien im offenen Intervall ]c,d[, ¢ < d, differenzierbar und es
gelte
v>01n]c,d|,
u(xo) > 0 fiir ein xo € Jc,d|.
1) Falls noch fiir die Quotientenfunktion / := u/v an den Intervallgrenzen ¢ und d jeweils der Grenz-
wert Null vorliegt, also
iz e = = i
x—c V(X) x—d V(X)

gilt, dann existiert ein reeller Parameter A > 0, sodass fiir die Linearkombination
wWi=u-Av
von u und v die Ungleichung w < 0 gilt und eine zweifache Nullstelle in ]c,d[ vorliegt.
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2) Falls noch « und v im halboffenen Intervall ]Jc,d] differenzierbar sind und an den Intervallgrenzen
c und d die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

im*® 0,  u@=vd)=02v@),

x—c V(X)

dann existiert ein reeller Parameter A > 0, sodass fiir die Linearkombination
wi=u-Av
von u und v die Ungleichung w < 0 gilt und eine zweifache Nullstelle in ]c,d] vorliegt.
Eine analoge Aussage gilt auch nach Vertauschen der Rollen von ¢ und d mit dem Intervall [c,d[
statt ]c,d].

Beweis: Die Quotientenfunktion

h = L
v
ist in ]c,d| differenzierbar und es gilt
limA(x) =0,

}Ciirdlh(x) =0bei 1)
und nach der Regel von de I’Hospital und Bernoulli

limA(x) = lim u(x) _ uld) € R bei 2).

x—>d x—d '(x) v '(d)
Da die reellwertige Quotientenfunktion /# = u/v auf dem abgeschlossenen und beschrénkten (und da-
mit kompakten) Intervall [c,d] stetig (ergénzbar) ist, nimmt sie dort nach dem Extremalsatz' (Satz
vom Minimum und Maximum) von Weierstral3 (1861) ihr Supremum

A =sup {h(x):x € [c,d]}
an mindestens einer Stelle an. Es gibt also eine Stelle € € [¢,d] mit A(€) = A. Da

h(xo0) = u(x0)/v(x0) > 0 fiir ein xo € Jc,d[

ist, gilt
A =h(€) = h(x0) > 0.

Weiter folgt im offenen Intervall aus & = u/v < A bzw. u < Av fiir die spezielle Linearkombination
wi=u-Av

die Ungleichung w < 0.

Falls die Maximumstelle ¢ € ]c,d[ ist (z. B. unter der Voraussetzung 1 mit 4(c) = h(d) = 0), folgt 1 =
(&) = u(€)/v(&) und
w(é) =u(é) - (¢ =0,
Weiter folgt hier wegen der Differenzierbarkeit von 4 in Jc,d[ nach einem auf Fermat? (1638) zuriick-
gehenden Satz der Differentialrechnung fiir das lokale (relative) Extremum & € ]c,d[ die notwendige
Bedingung
he(6) = lim M 1E)
=8 x-&
Damit ergibt sich aus A = h(€) = u(é)/v(€),
w'=u- A =u’ - vulé)vé)
auch

I Der Extremalsatz oder Satz vom Minimum und Maximum ist benannt nach dem deutschen Mathematiker Karl

Theodor Wilhelm Weierstrall (1815-1897). Diesen Satz findet man beispielsweise in den Analysis-Biichern von
Deiser (2013), S. 204, K&hler (2006), S. 122, Hildebrandt (2006), S. 155, Mangoldt, Knopp (1971), S. 541, Erwe
(1967), S. 115, Grauert u. Lieb (1967), S. 76.

Zum Beweis dieses Satzes zur Ableitung bei einem lokalen Extremum einer Funktion betrachtet man das Vorzeichen
des Differenzenquotienten beim linksseitigen und beim rechtsseitigen Grenziibergang. Pierre de Fermat (1607-1665)
war ein franzdsischer Mathematiker und Jurist.
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wi(§) = u’(&) - v(OUEME)
= (Ev(é) =0,

sodass ¢ eine zweifache Nullstelle von w ist.

Falls unter der Voraussetzung 2 moglicherweise die Maximumstelle £ = d ist, folgt aus u(d) = v(d)
= 0 zunéchst
w(d) = u(d) - Av(d) =0,
nach der Regel von de I’Hospital und Bernoulli
A=h(d)=u‘(d)v'(d) € R
(A= h(¢) > 0) und dann noch
wi(d)=u'(d) - Wv'(d) =0,

sodass d eine zweifache Nullstelle von w ist. O

Mit dem Hilfssatz 4.1 ldsst sich nun der folgende Satz 4.1 beweisen, der eine hinreichende Bedingung
fiir die Diskonjugiertheit der Differentialgleichung im halboffenen Intervall bzw. im abgeschlossenen
Intervall gibt. Eine geometrische Veranschaulichung der Aussagen a, 1) und b, 1) des Satzes mittels
der Integralkurve C gibt die Abbildung 4.1. Zu Teil a) des Satzes siche Hanan (1961), Th.3.6 fiir
L € Crund Jc,o0[ statt [c,d]; Cor.3.7 fir L € Ci, v(c) =w(d) =0, Je,d[ statt [¢,d]; Th.4.2 fir L € Cn,
v(c) =v(d) =0, Jc,d[ statt [c,d].

Satz 4.1 Hinreichende Bedingung fiir die Diskonjugiertheit der Differentialgleichung im halb-
offenen bzw. abgeschlossenen Intervall
Esseic,d e J, c<d.

a) 1) Falls
u, (.,¢) >0in]ed], z. B. bei L € Ci[c,d],
und v eine Lésung von (L) ist mit
v(c)=0und v>0in Je,d],
dann hat jede von v linear unabhédngige Lésung u von (L) hochstens zwei (mit ihren Vielfachheiten
gezdhlte) Nullstellen in [c,d]. Insbesondere folgt, dass (L) diskonjugiert ist im halboffenen Inter-
vall [c,d].
Falls noch
v>01n Jc,d]
ist, folgt die Diskonjugiertheit von (L) im abgeschlossenen Intervall [c,d].

2) Falls
u, (.,d) >01n [¢,d[, z. B. bei L € Culc,d],

und v eine Lésung von (L) ist mit

v(d)=0und v> 0 in ]c,d],
dann hat jede von v linear unabhédngige Lésung u von (L) hochstens zwei (mit ihren Vielfachheiten
gezdhlte) Nullstellen in [c,d]. Insbesondere folgt, dass (L) diskonjugiert ist im halboffenen Inter-
vall Je,d].
Falls noch

v>01in [c,d]
ist, folgt die Diskonjugiertheit von (L) im abgeschlossenen Intervall [c,d].

b) 1) Falls
u2(.,¢)>01in Je,d], z. B. bei L € Ci[c,d] bzw. L™ € Ci'[c,d],
und z eine Losung von (L") ist mit
z(c)=0und z> 0 in Jc,d[,
dann hat jede von z linear unabhéngige Losung w von (L") hochstens zwei (mit ihren Vielfachhei-
ten gezahlte) Nullstellen in [c,d]. Insbesondere folgt, dass (L") diskonjugiert ist im halboffenen
Intervall [c,d].
Falls noch
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z>0in Je,d]
ist, folgt die Diskonjugiertheit von (L") im abgeschlossenen Intervall [c,d].
2) Falls

u2(.,d)>01in[c,d[, z. B. bei L € Ci[c,d] bzw. L™ € Cu'[c,d],
und z eine Losung von (L") ist mit

zZ(d)=0und z> 0 in Je,d],
dann hat jede von z linear unabhingige Losung w von (L") hchstens zwei (mit ihren Vielfachhei-
ten gezéhlte) Nullstellen in [c,d]. Insbesondere folgt, dass (L) diskonjugiert ist im halboffenen
Intervall ]c,d].
Falls noch

z>01n [c,d]
ist, folgt die Diskonjugiertheit von (L) im abgeschlossenen Intervall [c,d].

a, 1) b, 1)

Cecl(y

[u; (.0)] > P =[y(c)

[y(@)]

C[ad ]

V]G

[u,(..c)] > T =(z(c))

T= (ool R

Abb. 4.1 a, 1) Das abgeschlossene Kurvenstiicks Cjcq, der zur Losung u, (.,¢) € S* gehorige Kurvenpunkt P = [y(c)]
ohne weitere Tangente an das Kurvenstiick (auller <z(c)> ), die zur Losung v € S gehorige Gerade G durch

den Kurvenpunkt P = [y(c)] und ohne weiteren Treffpunkt mit dem Kurvenstiick, eine beliebige Gerade H
mit hochstens zwei Treffpunkten mit dem Kurvenstiick

b, 1) Das abgeschlossene Kurvenstiicks C.q), die zur Losung ua(.,c) € S gehorige Tangente 7 = <z(c)> des
Kurvenpunkts P =[y(c)] ohne weiteren Treffpunkt mit dem Kurvenstiick, der zur Losung z € S* gehorige
Punkt O auf der Tangente 7= <Z (c)> und ohne weitere Tangente an das Kurvenstiick, ein beliebiger Punkt R

mit hochstens zwei Tangenten an das Kurvenstiick

Beweis fiir a, 1): Es sei u, (.,c) > 0in ]c,d], v eine Losung von (L) mit v(c) =0 und v> 0 in J¢,d[ und
u eine von v linear unabhéngige Losung von (L) mit mindestens drei Nullstellen in [c,d]. Es seien x1,
x2, x3 (¢ £x1 <x2 <x3 <d) die drei kleinsten Nullstellen® von u in [c,d]. Fiir die Herleitung eines
Widerspruchs aus dieser Annahme werden die beiden Félle

I) x>=x3und

I x2<x3
unterschieden.

I) Falls x> = x3 gilt, also in x eine zweifache Nullstelle der nichttrivialen Losung u vorliegt, ist x1 eine
einfache Nullstelle von u und ¢ < x1 <x2, u‘(x1) # 0 =u(x1) = u(x2) = u‘(x2). Esseinun o. E. # <0 in
Jx1,x2[, damit

u(c) 2 0 und u = yua(.,x2)

3 In einer FuBnote von Abschnitt 4.5 wird begriindet, dass eine nichttriviale Lésung u von (L) im abgeschlossenen

Intervall [c,d] nur endlich viele Nullstellen und damit keinen Haufungspunkt von Nullstellen besitzt.
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mit einem y < 0. Fiir die Stelle x2 € ]Jc,d] und die Losung u, (.,¢) folgt dann die Ungleichung
u, (x,,¢) =uzc,x2) =u(c)ly<0,

im Widerspruch zur Voraussetzung u, (.,c)> 0 in Je,d].

IT) Falls x2 <x3 und 0. E. u > 0 in ]x2,x3[ gilt, ist

u(c)=0
sowohl bei einfachen Nullstellen x1 und x> (c <x1 <x»2) als auch bei einer zweifachen Nullstelle
(¢ <) x1 = x2. Zur Bestimmung des Grenzwerts von 4 = u/v an der Stelle x> werden nun noch die Un-
terfille

1) ¢<x2und

i) c=x1=x2
untersucht.
1) Im Falle ¢ < x2 (£ d) gilt u(x2) = 0 und aufgrund der Voraussetzung iiber v die Ungleichung v(x2) > 0.
i1) Im Falle ¢ = x1 = x2 ist u(x2) = u‘(x2) = 0 und wegen der linearen Unabhéngigkeit der Losungen u
und v von (L) dann (v(x2),v*(x2)) # (0,0): Andernfalls wire v = uu(.,x2), u = Auz(.,x2) mit reellen
U A+0 und dann u =Av/u im Widerspruch zur linearen Unabhingigkeit der Ldsung u
von v.
In beiden Unterféllen 1) und ii) (im Fall v(x2) = 0 nach der Regel von de I’Hospital und Bernoulli) ist

. u(x)

lim——= =0.

=% v(x)
Zur Bestimmung des Grenzwerts von 4 = u/v an der Stelle x3 werden die Unterfélle

1i1) v(x3) > 0 (z. B. bei ¢ <x3 <d) und

iv) v(x3) = 0 (nur moglich bei x3 = d)
untersucht. Im Unterfall iv) v(x3) = 0 und x3 = d gilt v’(d) # 0, da wegen v(c) = 0 # u, (d,c) =uz(c,d)
die beiden Losungen v und u2(.,d) linear unabhéngig sind. In den Unterfallen iii) und iv) erhdlt man
jeweils

limM =0 bei iii),

=5 v(x)

lim X = 2@ R opei i),

s y(x) v(d)
Dau > 0und v> 0 in Jx2,x3[ gilt, sind fiir die Losungen u und v und die Stellen x> und x3 anstelle von
cund d die Voraussetzungen des Hilfssatzes 4.1, 1), 2) erfiillt. Demnach existieren hier 1 € R, &
€ Jx2,x3] € Je,d], p <0, sodass

w=u-Av=pu.f)
eine Losung von (L) mit der zweifachen Nullstelle £ ist. Fiir die Stelle ¢ € ]c¢,d] und die Losung
u; (.,c) e S"folgt daher die Ungleichung

u; (€,¢) =ua(c,) =w(c)p=u(c)p<0,
im Widerspruch zur Voraussetzung u, (.,c)> 0 in Jc,d].

Da in den beiden Féllen I) x> = x3 und II) x» < x3 sich ein Widerspruch ergibt, existiert keine von v
linear unabhéngige Losung u, die mindestens drei Nullstellen in [¢,d] besitzt.

Fiir die Aussage tiber die Diskonjugiertheit ist auch die Losung v mit in die Betrachtung einzubezie-
hen. Die nichttriviale Losung v selbst hat an der Stelle ¢ hochstens eine zweifache Nullstelle. Falls v
nullstellenfrei im offenen Intervall ]c,d[ vorausgesetzt ist, besitzt v im halboffenen Intervall [c,d[
hochstens zwei Nullstellen. Falls v nullstellenfrei im halboffenen Intervall ]c,d] vorausgesetzt ist,
besitzt v im abgeschlossenen Intervall [c,d] hochstens zwei Nullstellen. Insgesamt hat jede nichttri-
viale Losung von (L) hochstens zwei (mit ihren Vielfachheiten gezdhlte) Nullstellen im halboffenen
Intervall [c,d[ (Diskonjugiertheit von (L) in [c,d[), wenn v nullstellenfrei im offenen Intervall Jc,d[
ist. Weiter hat jede nichttriviale Losung von (L) hochstens zwei (mit ihren Vielfachheiten gezdhlte)
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Nullstellen im abgeschlossenen Intervall [¢,d] (Diskonjugiertheit von (L) in [¢,d]), wenn v nullstel-
lenfrei im halboffenen Intervall ]c,d] ist. O

Als Folgerung aus Satz 4.1, a) speziell mit der Losung v = u2(.,c) € S erhidlt man mit der Bedingung

4.1) u, (.,¢) >0 Au.,c)>0in Je,d]

zunichst eine wichtige hinreichende Bedingung fiir die Diskonjugiertheit von (L) im abgeschlossenen
Intervall [¢,d] (L € D[c,d]).

Auflerdem folgt flir das abgeschlossene Intervall [c,d] aus der Diskonjugiertheit von (L) (bzw. von
(L") die Klassenzugehorigkeit L € C1 n Ci. Nach Abschnitt 2.5.3 ist diese dquivalent zur gleichzei-
tigen Zugehorigkeit L € CinCnund L™ € C N C; . Umgekehrt folgt beim Intervall [c,d] allein

schonaus L € Ciund L™ € C;; die obige Bedingung (4.1) und daraus auch die Diskonjugiertheit von

(L). Die Bedingung (4.1) ist somit nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig und damit insge-

samt charakteristisch fiir L € D[c,d].

Analog liefert Satz 4.1, b) und speziell z= u; (.,c¢) € S"ebenfalls mit der Bedingung (4.1)
u2(.,¢)>0A u;(.,c) >01in Jc,d]

eine wichtige charakteristische Bedingung fiir die Diskonjugiertheit von (L") im abgeschlossenen

Intervall [¢,d] (L' € D*[c,d]).*

Entsprechende Aussagen gelten auch fiir den rechten Randpunkt d anstelle des linken Randpunkts c.

Aus den beiden obigen Charakterisierungen der Diskonjugiertheit mittels (4.1) ergibt sich fiir das

abgeschlossene Intervall [c,d] die Aquivalenz der Diskonjugiertheit von (L) mit der Diskonjugiertheit

von (L"). AuBerdem sind nach diesen Uberlegungen im abgeschlossenen Intervall [c,d] die Klassen-

zugehorigkeiten L € CiCiund L™ € C N C; jeweils dquivalent zur Diskonjugiertheit von (L)

und von (L").

In einem beliebigen Intervall J C R (mit den Randpunkten a, b € R U {-00,+00}) ist die Differential-
gleichung (L) (bzw. (L")) genau dann diskonjugiert, wenn sie in jedem abgeschlossenen Teilintervall
[c,d] € J diskonjugiert ist. Weiter gilt die Klassenzugehérigkeit L € Ci(J), L € Cu(J), L™ € C;(J),
L™ e C;(J) genau dann, wenn die jeweilige Klassenzugehorigkeit in jedem abgeschlossenen Teilin-
tervall [c,d] C J gegeben ist. Damit erhilt man auch fiir ein beliebiges Intervall J die Aquivalenz der
Diskonjugiertheit von (L) mit der Diskonjugiertheit von (L"),
Le D) s L eD(J),

und die Aquivalenz der Diskonjugiertheit von (L) bzw. von (L") zu den Klassenzugehdrigkeiten L
e CinN CuundL+ € C; M C;Z

LeDU)yoLeC)NnCuJ)ye L e C'(J) N Ci(J) & L e D'(J).

Im Fall a € J ist die Differentialgleichung (L) bzw. (L") genau dann in J diskonjugiert, wenn sie in
jedem abgeschlossenen Teilintervall [a,d] C J, d € J, diskonjugiert ist, wenn also die folgende Be-
dingung gilt:

u, (,a) >0 Awu(.,a)>0inJ\ {a}.
Im Fall b € J gilt entsprechend, dass (L) bzw. (L") genau dann in J diskonjugiert, wenn die folgende
Bedingung erfiillt ist:

u, (,b) >0 A ux(.,b)>01inJ\ {b}.

4 Bei der adjungierten Differentialgleichung (L") folgt aus der Diskonjugiertheit in J zundchst nur u; (x,#) # 0 fiirx # ¢,

x, t € J. Da aber nach dem Zusatz zu Satz 2.4 in einer punktierten J-Umgebung von ¢ die Losung u, (.,f) positiv ist,

gilt dies wegen der Stetigkeit der Losung und dem Zwischenwertsatz (Nullstellensatz von Bolzano) auch fiir alle x # ¢.
Damit folgt dann auch die Klassenzugehorigkeit L* € C| n C;; .
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Insgesamt ergibt sich der folgende Satz 4.2 zur Charakterisierung der Diskonjugiertheit in einem be-
liebigen Intervall J C R mittels der Klassen Ci und Crii und mittels der Bedingung (4.1). Zu seinen
Aussagen 1) und 2) mit J = [a,b[, p € C*(J), ¢ € C'(J) und damit (L") = (L*) siche Azbelev, Caljuk
(1964), Th.2 mit Cor.1 und Cor.2. Zur Aussage 1) o) < P) fiir J = Ja,o0[ siehe Svec (1965a), Th.1.
Zur Aussage 1) o) & 0) fiir die lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung siehe Coppel (1971),
S. 99, Prop.10 und S. 104, Th.9. Zur Aussage 2) vergleiche man auflerdem die entsprechenden Aus-
sagen fiir die Differentialgleichungen (E,) und (E;) und damit insbesondere fiir (L) und (L!) fiir

J=a,b[ bei Barrett (1969), Th.2.3, Th.2 4.

Satz 4.2 Charakterisierungen der Diskonjugiertheit der Differentialgleichung mittels der
Klassen Ci, Cu, C;, C,; und der Positivitiit spezieller Losungen

1) Fiir ein beliebiges Intervall J/ C R (mit den Randpunkten a, b € R U {-00,+0}) sind die folgenden
Aussagen alle zueinander dquivalent:
o) L € D(J)
B) L € Ci(J) N Cu(J)
V) LT e () N Ci()
8) L' e D'(J)
2) Im Fall a € Jist L € D(J) dquivalent zur Bedingung
e) u,(,a) >0Au(,a)>0inJ\ {a}.
Im Fall b € Jist L € D(J) dquivalent zur Bedingung
¢©) u, (,b) >0 A u(.,b)>01inJ\ {b}.

Den niichsten Satz 4.3 iiber die Aquivalenz der Diskonjugiertheit fiir das offene Intervall und fiir die
halboffenen Intervalle hat Coppel (1971), S. 102, Th.8, fiir die lineare Differentialgleichung n-ter
Ordnung bewiesen.

Satz 4.3 Aquivalenz der Diskonjugiertheit im offenen Intervall mit der Diskonjugiertheit in
den halboffenen Intervallen

Ist ¢, d € Jund die Differentialgleichung
(L) diskonjugiert im offenen Intervall ]c,d],
dann ist auch
(L) diskonjugiert jeweils in den halboffenen Intervallen [c,d[ und ]c,d].

Beweis: O. E. wird die Aussage fiir das halboffene Intervall J = [a,b[ bzw. J = ]a,b] mit den Inter-
vallgrenzen a = inf J und b = sup J (anstelle von [c,d[ bzw. ]c,d] mit ¢, d € J) bewiesen, damit die
genaue Intervallform des Endlichkeitsbereichs £ (bzw. E-) der durch die ersten rechten (bzw. linken)
konjugierten Punkte definierte Funktion # (bzw. #-) verwendet werden kann (siche Abschnitt 4.6.3).
Dabei wird die dquivalente Aussage bewiesen, dass aus der Nichtdiskonjugiertheit von (L) im
halboffenen Intervall auch die Nichtdiskonjugiertheit im offenen Intervall folgt.

1) J=[a,b[: Ist (L) nichtdiskonjugiert im linksabgeschlossenen und rechtsoffenen Intervall J = [a,b],
so besitzt nach (4.17) der eigentliche Definitionsbereich (Endlichkeitsbereich) E # () der Funktion #
die Intervallform
E=[ap] mita<p<bh.

Fiir jedes ¢ € E ist n(c) € J =[a,b[, also 5(c) € ]Jc,b[ und nach der Eigenschaft (4.7) 5(c) = z+(c)
=min N+(c) die Differentialgleichung (L) nichtdiskonjugiert in [c,n(c)]. Da a <p ist, gibt es ein ¢
€ Ja, B[ mit Nichtdiskonjugiertheit von (L) in [¢,5(c)] C ]a,b[. Damit ist die Nichtdiskonjugiertheit
von (L) im offenen Intervall ]a,b[ nachgewiesen.
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2) J = la,b]: Ist (L) nichtdiskonjugiert in J = ]a,b], so besitzt nach (4.18) der eigentliche Definitions-
bereich E- # () der Funktion #- die Intervallform

E =]ab] mita<a <b.
Fiir jedes ¢ € E_ ist #-(c) € ]a,c[ und nach der Eigenschaft (4.7) #-(c) = z_(c¢) = max N_(c) die Diffe-
rentialgleichung (L) nichtdiskonjugiert in [#-(c),c]. Da o < b ist, gibt es ein ¢ € |a,b[ mit Nichtdis-
konjugiertheit von (L) in [#-(c),c] C Ja,b[. Damit ist die Nichtdiskonjugiertheit von (L) im offenen
Intervall ]a,b[ nachgewiesen. O

Zum Beweis des nichsten Satzes 4.4 iiber die Aquivalenz der Klassenzugehdrigkeit im abgeschlos-
senen Intervall zur Klassenzugehdrigkeit in einem umfassenderen Intervall wird der folgende Hilfs-
satz 4.2 verwendet.

Hilfssatz 4.2 Positivitit von Losungen in einem umfassenderen Intervall
Esseic,d e Jund c <d.

a) 1) Ist fiir die zur Stelle d gehorige Losung ua(.,d) von (L) die Ungleichung
w(.,d) > 0in [c,d]
giiltig, dann gibt es ein reelles € > 0, sodass fiir jede Stelle ¢ € [d-¢,d+<] N J die zugehorige
Losung ux(.,f) die Ungleichung
w(,)>0i1in [c-ef[ NJ
erfuillt.
2) Ist fiir die zur Stelle ¢ gehorige Losung ua(.,c) von (L) die Ungleichung
ux(.,c) >0 1n Je,d|
erfiillt, dann gibt es ein reelles € > 0, sodass fiir jede Stelle ¢ € [c-¢,c+c] N J die zugehdrige
Losung ux(.,f) die Ungleichung
w(.,t)>01n Jt,d+e[ NJ
erfullt.

b) Analoge Aussagen gelten auch fiir die Differentialgleichung (L") mit u, anstelle von us.

Beweis von a, 2): Nach dem Zusatz zu Satz 2.4 {iber die lokale Diskonjugiertheit existiert zu jedem

c € Jeinreelles 0 > 0, sodass die Differentialgleichung (L) diskonjugiert in [c-d,c+d] M Jist. Da nach

der Voraussetzung ux(.,c) > 0 in ]c,d] und insbesondere in [c+d,d] ist, ist somit die auf.J x J definierte

und stetige® Funktion u2(.,.) : J x J — R positiv auf der abgeschlossenen und beschrinkten Menge
K :=[cto,d] x {c} (€I xJ CR?).

Da die Menge K nicht nur folgenkompakt® (Bolzano-WeierstraB-Eigenschaft: Jede Folge (x,)nen von

Punkten x, € K besitzt eine Teilfolge (x, ),y , die gegen ein Element xo € K konvergiert), sondern

nach dem Uberdeckungssatz’ von Heine-Borel auch iiberdeckungskompakt (Heine-Borel-Uberde-

Die Losung y = y(x,x0,00,00',»0°) von (L) mit der unabhéngigen Verdnderlichen x und den Anfangswerten xo € J, y(xo)
= yo, ¥’ (x0) = y0', y*“(x0) = yo* ist stetig abhingig vom Quintupel (x,xo,10,10',30°), also insbesondere stetig in (x,xo).

¢ Der Begriff ,folgenkompakt‘ geht auf Fréchet (1906) zuriick. Maurice René Fréchet (1878-1973) war ein franzosi-
scher Mathematiker, der sich mit Funktionalanalysis befasste.

Der Uberdeckungssatz ist ein wichtiger Satz im Grenzgebiet von Topologie und Analysis. Er ist benannt nach dem
deutschen Mathematiker Heinrich Eduard Heine (1821-1881) und dem franzosischen Mathematiker und Politiker
Félix Edouard Justin Emile Borel (1871-1956). Er besagt, dass eine Menge K in R” genau dann kompakt (abgeschlos-
sen und beschrinkt) ist, wenn sie die Heine-Borel-Uberdeckungseigenschaft besitzt, d. h. wenn aus jeder offenen
Uberdeckung von K eine endliche Uberdeckung von K auswihlbar ist.
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ckungseigenschatft) ist, gibt es wegen der Stetigkeit von ux(.,.) in J x J ein € € ]0,d[, sodass ua(.,.)
auch noch positiv ist auf der umfassenderen Menge®

([c¢to-e,d+e] x [c-e,cte]) N (T x J)
und insbesondere auf deren Teilmenge

([c+0,d+e] x [c-e,cte]) N (I x J).
Fiir jede Stelle ¢ € [c-¢,cte] N Jist also die Losung ua(.,¢) von (L) positiv im Intervall [¢+d,d+e] N J.
Aufgrund der Diskonjugiertheit von (L) in [c-d,ct+d] N J ist fiir diese Stellen ¢ € [c-c,cte] N J C [c-

0,ct+o] N J die Losung ua(.,f) auch noch positiv in ]¢,c+d] und somit insgesamt in |¢,d+c[ N J. O

Satz 4.4 Aquivalenz der Klassenzugehorigkeit L € Ci, L € Cu, L € D im abgeschlossenen In-
tervall zur entsprechenden Klassenzugehorigkeit in einem umfassenderen Intervall
Esseic,d € Jund ¢ <d.

1) Ist L € Ci[c,d], dann gilt mit einem € > 0 auch L € Ciin [c-e,d+e] N J.
2) Ist L € Culc,d], dann gilt mit einem € > 0 auch L € Cuin [c-e,d+e] N J.
3) Ist (L) in [c,d] diskonjugiert, dann ist mit einem € > 0 (L) auch diskonjugiert in [c-€,d+c] N J.

Die der Aussage 3) des Satzes entsprechende Aussage fiir die lineare Differentialgleichung n-ter Ord-
nung hat Coppel (1971), S. 93, L.7, mit einem indirekten Beweis begriindet.

Beweis fiir 1): Wegen L € Ci[c,d] gilt fiir alle Stellen ¢ € ]c,d] die Ungleichung
ux(.,t) >0 in [c,1.
Speziell fiir # = d folgt aus der Ungleichung ux(.,d) > 0 in [c,d[ mittels Hilfssatz 4.2, a, 1) mit einem

e1> 0 dann noch fiir alle Stellen ¢ € [d-c1,d+<1] die Ungleichung
w(.,t)>01n [c-e1,t[ N J.

Insgesamt gilt dann fiir alle Stellen ¢ € Jc,d+e1] = ]e,d] U ]d,d+¢1] die Ungleichung
w(.,t)>01n [c,t N J,

also L € Ci[c, d+¢1] und nach Abschnitt 2.5.3
L" e Cjle,d+e,].

Daraus folgt nun analog mittels Hilfssatz 4.2, b, 2) mit einem 2 > 0 die Klassenzugehorigkeit
L" e Cilc-¢,,d+g,]

Hier im Beweis des Hilfssatzes kann man fiir die kompakte Menge K := [c+d,d] x {c} CR? (J > 0) wegen ux(.,.) >0
auf K und der Stetigkeit von ux(.,.) auf J x J eine Uberdeckung mit offenen Quadraten Q,(x) = Jx-yx+y[ x Je-y,c+y[
(x € [ct+0,d]) wihlen, auf denen u»(.,.) noch positiv ist und bei denen aber y = y(x) > 0 noch von x abhéngig ist. Nach
der Auswahl einer endlichen Uberdeckung 0, (t,) (ys:=y(t;), to=c+6 <t < ... <ty = d) erhilt man mit dem von x

unabhéngigen g ;= min {ys:s=0,...,m} >0 und o. E. noch u < durch die Quadrate Qu(x) (fo < x < t,,) wieder eine
unendliche offene Uberdeckung von K, jetzt aber mit gleich groBen Quadraten. Fiir diese Quadrate Qu(x) (fo < x < t,)
liegt die Vereinigungsmenge to-ft,tu+u[ x Je-p,c+uf in der Vereinigungsmenge der endlichen Uberdeckung 0, ()

(s =0,...,m), sodass ux(.,.) auch auf allen Q,(x) positiv ist. Daraus kann wieder eine endliche Uberdeckung Q,(xx)
ausgewdhlt werden (xo=c+d <x1 < ... <x, =d, 4 :=max {x; - x4.1 : k=1,...,n} <2u). Durch die Wahl von ¢ mit

(0<)4/2 < & < u(<0) und somit 4 < 2¢ kann nun auch mit den gleich groBen abgeschlossenen Quadraten Q. (x,)
= [xe-e0te] x [c-e,c+¢] C Qu(xx) eine Uberdeckung angegeben werden, auf denen ux(.,.) positiv ist. Deren Vereini-

gungsmenge [ctd-€,d+e] x [c-€,ct¢] enthélt als Teilmenge auch die abgeschlossene Menge [c+0,d] x [c-€,c+<].
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und mit € := min {c1, €2} nach Abschnitt 2.5.3

L € Ci[c-¢,d+<].
Der Beweis fiir 3) ergibt sich aus 1), 2) und Satz 4.2, 1) a) < P). O

Wihrend der obige Satz 4.2 die Diskonjugiertheit in einem beliebigen Intervall mittels der Klassen
C, Cn, C/, C; bzw. der Positivitdt spezieller Losungen charakterisiert, gibt nun der folgende

Satz 4.5 eine Charakterisierung der Diskonjugiertheit im abgeschlossenen Intervall mittels der Klas-
sen K1, Kn, K,, K, und der Positivitit spezieller Losungen. Beispielsweise erhdlt man mittels

Satz 4.2, 2, ¢) eine hinreichende Bedingung fiir die Diskonjugiertheit in [¢,d] durch

L € Ci[c,d] und uz(.,c) > 0 in Je,d].
Diese Bedingung wird nun in Satz 4.5, a, 1) noch etwas abgeschwicht. Eine geometrische Begriin-
dung fiir Satz 4.5, a) findet man bei Birkhoft (1911), S. 120.

Satz 4.5 Charakterisierungen der Diskonjugiertheit im abgeschlossenen Intervall [c,d]| mittels
der Klassen Ki, K1, K, , K,; und der Positivitit spezieller Losungen

Esseic,d e Jund c <d.

a) Die Differentialgleichungen (L) und (L") sind genau dann in [c,d] diskonjugiert, wenn eine der
folgenden Bedingungen erfiillt ist:

1) L € Ki[c,d] und ua(.,c) > 0 in ]c,d];
2) L € Ku[c,d] und ux(.,d) > 0 in [c,d].
b) Die Differentialgleichungen (L) und (L") sind genau dann in [c,d] diskonjugiert, wenn eine der
folgenden Bedingungen erfiillt ist:
1) L" € K/[c,d] und u; (.,c) >0 in]e,d];

2) L" e K[[c,d] und u;(.,d) >0in [c,d[.

Beweis fiir a, 1): Es ist zu zeigen, dass die angegebene Bedingung hinreichend fiir die Diskonjugiert-
heit in [c¢,d] ist. Nimmt man an, dass

uz(c,t) = u, (t,c) =0 fireinz € Jc,d]
ist, dann ist wegen L € Ki[c,d] auch ux‘(c,t) =0, also [ua(.,f)] = [u2(.,c)] und wegen u»(,f) =0 auch
uz(t,c) = 0, im Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist u, (.,¢) > 0 in ]¢,d]. Da auBBerdem ux(.,c) > 0
in ]c,d] vorausgesetzt ist, folgt nach Satz 4.2, 2, €) die Diskonjugiertheit von (L) in [¢,d] und nach
Satz 4.2, 1) ) & &) dann auch die Diskonjugiertheit von (L") in [c,d]. O

4.2 Charakterisierung der nichtoszillatorischen Losungen als
die nulistellenfreien Losungen

Neben Satz 2.2 (in Abschnitt 2.7.5 mit der Bedingung: S schwach oszillatorisch und y € S nichtos-
zillatorisch) geben der nachfolgende Hilfssatz 4.3 (y € S nichtnegativ und oszillatorisch) und der
Satz 4.7, 2) (L € Kila,b[ U Kula,b[ und S oszillatorisch) jeweils eine weitere hinreichende Bedingung
fiir die Existenz eines stark oszillatorischen zweidimensionalen Unterraums im dualen Raum S™.
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Hilfssatz 4.3 Die Existenz einer nichtnegativen oszillatorischen Losung als hinreichende Be-
dingung fiir die Existenz eines stark oszillatorischen zweidimensionalen Unter-
raums im dualen Losungsraum

Isty € S\ {o} (bzw.z € S"\ {0}) nichtnegativ und oszillatorisch in J, dann ist der zweidimensionale

Unterraum S; von S" (bzw. S: von S) stark oszillatorisch in J. AuBerdem ist dann jeder zweidimen-

sionale Unterraum von S* (bzw. von S) oszillatorisch in J.

Beweis: Falls es fiir eine Losung y € S\ {0} eine Folge (x»)»en von paarweise verschiedenenen x;,
€ Ja,b[ mit y(x,) = 0 gibt, dann ist wegen y > 0 in J jedes x, keine Vorzeichenwechselstelle von y,
somit y*(x,) = 0 und

v = Aptt2(.,xn) mit A, > 0.
Nach der Charakterisierung (2.25) fiir die Inzidenz der speziellen Losung ux(.,x0) mit zweidimensio-
nalen Unterrdumen S: (bzw. fiir die Orthogonalitit von u2(.,x0) und z in Abschnitt 2.7.2) folgt z(x,)
=0firalleneN, ze S; . Folglich ist S; ein stark oszillatorischer zweidimensionaler Unterraum

von S™.

Ist U" ein beliebiger zweidimensionaler Unterraum von S*, dann ist nach Hilfssatz 2.2, 3) U™ = S;O

= [yo]* mit einer nichttrivialen Losung yo € S. Da der Durchschnitt der zweidimensionalen Unter-
rdume S; und S;O von S* nichtrivial ist und somit eine (nichttriviale) oszillatorische Losung zo € S:

enthilt, ist U= S} oszillatorisch. O

Im Folgenden sei

N bzw. N" die Menge aller in J nichtoszillatorischen Losungen von (L) bzw. (L")
und

M °bzw. M °* die Menge aller nullstellenfreien Losungen von (L) bzw. (L").

Satz 4.6 Hinreichende Bedingung fiir die Ubereinstimmung der nichtoszillatorischen Lésun-
gen mit den nullstellenfreien Losungen

a) Falls L € Kila,b[ (bzw. L € Kula,b[) und (L) oszillatorisch in J = [a,b] (bzw. J = ]a,b]) ist, stimmt
die Menge N der in J nichtoszillatorischen Lésungen von (L) iiberein mit der Menge M ° der in J
nullstellenfreien Lésungen von (L):

N=M"°.

b) Falls L € K[ la,b[ (bzw. L™ € K, la,b[) und (L") oszillatorisch in J = [a,b[ (bzw. J = Ja,b]) ist,

stimmt die Menge N* der in J nichtoszillatorischen Losungen von (L") iiberein mit der Menge

M °* der in J nullstellenfreien Losungen von (L*):
N'=M"".

Beweis fiir a): Es ist nur N € M ° zu zeigen. Ist (L) oszillatorisch in J = [a,b[ und y € S nichtoszilla-
torisch in J, dann ist nach Satz 2.2 S; in J stark oszillatorisch. Nimmt man an, dass y in J eine Null-
stelle besitzt, also y(xo) = 0 fiiir ein xo € J ist, dann ist nach (2.25) u;(..x,) € S, und damit u; (., x,)
oszillatorisch in J. Wegen L € Kila,b[ ist nach Abschnitt 2.5.3 L™ € K ]a,b[ und somit auch u; (., x,)
> 0 in [xo0,b[. Nach Hilfssatz 4.3 ist dann Su; ) stark oszillatorisch in [xo,b[ und in J = [a,b[. Insbe-

sondere folgt, dass y € S . )

nichtoszillatorisch in J ist. Also isty € M °. O

oszillatorisch in J ist, im Widerspruch zur Voraussetzung, dass y
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4.3 Oszillation von (L) und (L)

Der nachfolgende Satz 4.7 gibt jeweils hinreichende Bedingungen dafiir, dass vorzeichenwech-
selfreie Losungen von (L) und (L") existieren, stark oszillatorische zweidimensionale Unterrdume
von S und S* existieren und die Oszillation von (L) dquivalent zur Oszillation von (L") ist.

Satz 4.7 Hinreichende Bedingung fiir die Existenz von vorzeichenwechselfreien Losungen,
stark oszillatorischen zweidimensionalen Unterriumen und die Aquivalenz der Os-
zillation von (L) und (L")

1) Gilt L € Ki]a,b[ U Kua,b[, dann gibt es Losungen yo € S\ {o} und zo € §"\ {0} mit
10>0,2z0>01nJ.

2) Gilt L € Kila,b[ U Kula,b[ und ist (L) oder (L") oszillatorisch in J, dann sind die beiden zweidi-

mensionalen Unterrdume S;O (€ S und S% (€ S) (0=0,z0 >0 inJ) in J stark oszillatorisch.

3) Gilt L € Ki]a,b[ U Kula,b[, dann ist die Differentialgleichung (L) genau dann in J oszillatorisch,
wenn die Differentialgleichung (L) in J oszillatorisch ist.

Hinreichende Bedingungen an die Koeffizienten von (L) dafiir, dass L € C1 U Ci und (L) oszillato-
risch in J ist, geben Lazer (1966), Th.1.3, Th.3.1, und Jones (1976). Im Falle L € Ci(J) U Cu(J) gibt
es sogar Losungen yo € Sund zp € S mit

y0>0undzo>0inJ.
Falls auBerdem noch (L) oder (L") in J oszillatorisch ist, erhdlt man dann fiir die Losungsraume die
direkten additiven Zerlegungen

S=[0]®U und S =[z0]® U"
mit den in J stark oszillatorischen zweidimensionalen Unterrdumen U = SZO (€S und U" = S;O
(cS).
Die Aussage 3) des Satzes 4.7 zur Aquivalenz der Oszillation von (L) mit der Oszillation von (L")
hat Hanan (1961), Th.4.7, unter der starkeren Voraussetzung L € Ci(J) U Cn(J) in J = [a,00] mit Hilfe
der konjugierten Punkte bewiesen. Dass die Aussage 3) des Satzes ohne die Voraussetzung
L € Kila,b[ U Kula,b[ nicht richtig ist, zeigen etwa die Beispiele von Dolan (1970), S. 385, und
Neuman (1972), Th.2.
Die Aussage 2) des Satzes 4.7 (mit der Voraussetzung L € Kila,b[ U Ki]a,b[ und S oszillatorisch)
liefert neben Satz 2.2 (Voraussetzung S schwach oszillatorisch und y € S nichtoszillatorisch) und
Hilfssatz 4.3 (Voraussetzung y € S nichtnegativ und oszillatorisch) eine weitere hinreichende Bedin-
gung fiir die Existenz eines stark oszillatorischen zweidimensionalen Unterraums im dualen Raum
S". Dass die Losungsraume S und S* jeweils stets einen zweidimensionalen Unterraum besitzen, der
nicht schwach oszillatorisch ist, hat Neuman (1974), Th.1, mit einer geometrisch-topologischen Me-
thode und haben Dolan, Klaasen (1975a), Th.3, mittels der Theorie der konvexen Kegel im R* ge-
zeigt.

Beweis von Satz 4.7: 1) Es sei etwa L € Kila,b[ (der Fall L € KnJa,b[ wird analog behandelt), (x,)seN
eine Folge von x, € Jmit limx, = b, (y,)xen eine Folge von Losungen

2
Y= puetty (X)) = D¢ (X)) (xo € J, 72> 0, ¢cin € R)

Jj=0
0. E. mit normierten Koordinaten auf |(co,c1,c2.)| = (con’+ci>+can?)”? =1 (ggf. Division von y,
durch |(con,c1nc24) mit Ubergang von 7, zu ya/l(concinc2n)l). Da die Zahlenfolgen (cjn) nen
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(j =0, 1,2) beschrinkt sind (cj,° < 1), kann man nach dem Satz von Bolzano-Weierstra$3 o. E. anneh-
men, dass sie konvergieren (ggf. Ubergang zu konvergenter Teilfolge):

},I_EE Cip = G
Wegen der Stetigkeit der euklidischen Norm |.| im R? gilt dann auch |(co,c1,c2)| = 1, sodass die Grenz-
funktion

2
Yo = Zc/.u/.(.,xo)
j=0
der Folge (yx)nen eine nichttriviale Losung von (L) ist mit
2 2
2= eu () = lim e, (ox) = limy, Y (k=0,1,2,3).
=0 =0
Wegen L € Kila,b[ ist y, > 0 in Ja,x,[ fiir alle n € N und folglich yo=limy, >0 inJ.
Die Existenz einer nichtnegativen Losung zo € S*\ {0} beweist man analog, indem man die Aquiva-
lenz von L € Kila,b[ und L™ € K ]a,b[ verwendet, eine Folge (xs)sen mit x, — @ und die Folge der
Losungen z, = yn-u, (.,x,) wihlt.
2) Es sei jetzt zusétzlich zur Voraussetzung von 1) noch (L) oszillatorisch in J. Falls die in 1) nach-

gewiesene nichtnegative Losung yo nichtoszillatorisch und damit (L) schwach oszillatorisch ist, folgt
nach Satz 2.2, dass S;O in J stark oszillatorisch ist. Falls yo oszillatorisch ist, folgt die starke Oszilla-

tion von S;O nach Hilfssatz 4.3. Analog folgt aus der Oszillation von (L") die starke Oszillation von

3) Es sei L € Kila,b[ U Knla,b[. Falls (L) oszillatorisch ist, folgt nach 2) die starke Oszillation von
S;O und damit die Oszillation von (L"). Ebenso folgt aus der Oszillation von (L) die starke Oszilla-

tion von S, und die Oszillation von (L). Unter der angegebenen Voraussetzung ist also die Oszilla-

tion von (L) dquivalent zur Oszillation von (L"). O

4.4 Diskonjugiertheit an den Intervallgrenzen

Mittels des Sturmschen Trennungssatzes ergibt sich, dass die homogene lineare Differentialgleichung
2. Ordnung

0 Vvt qr=0

(p, g € C(J)) genau dann in J-Umgebungen von a und b diskonjugiert, wenn sie in J nichtoszillato-
risch ist. Fiir die homogene lineare Differentialgleichung 3. Ordnung (L) gibt es jedoch Beispiele
(sieche Dolan (1970), S. 385), die in J = [a,00[ nichtoszillatorisch, aber in jedem Teilintervall [d,oo[,
d > a, nichtdiskonjugiert sind.

Der folgende Satz 4.8 gibt nun mit der Klassenzugehdrigkeit L € Kila,b[ U Kula,b[ eine hinreichende
Bedingung, unter der die Nichtoszillation von (L) gleichbedeutend mit der Diskonjugiertheit an den
Intervallgrenzen a und b ist. Es ist nur zu zeigen, dass aus der Nichtoszillation die Diskonjugiertheit
an den Intervallgrenzen folgt. Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus Satz 4.7, nach welchem bei
dieser Klassenzugehorigkeit die Nichtoszillation von (L) d4quivalent zur Nichtoszillation von (L") ist,
und Satz 2.4 (aus Abschnitt 2.7.7), nach dem schon aus der Existenz einer nichtoszillatorischen Lo-
sung y € Sund eines nichtoszillatorischen zweidimensionalen Unterraums V" im dualen Raum S* die
Diskonjugiertheit von (L) und (L") an den Intervallgrenzen folgt.
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Satz 4.8 Hinreichende Bedingung fiir die Aquivalenz der Nichtoszillation mit der Diskonju-
giertheit an den Intervallgrenzen

Es sei L € Ki]a,b[ U Kula,b[. Falls (L) oder (L") nichtoszillatorisch in J ist, dann gibt es Stellen ¢, d

€ Ja,b[, sodass (L) und (L") diskonjugiert sind in [a,c] N Jund in [d,b] N J.

Folgerung: Hinreichende Bedingung fiir die Oszillation
Ist L € Ki]a,b[ U Kula,b[ und (L) in jedem Intervall [d,b] M J nichtdiskonjugiert, dann sind (L) und
(L") in [a,b[ oszillatorisch.

Zur Aussage des Satzes unter der stirkeren Voraussetzung L € Ci[a,oo[ siche Svec (1965a), Th.2b,
und mit speziellen Koeffizientenbedingungen Etgen, Shih (1973b), Th.2, Th.4, und (1973a), Th.5.
Hinreichende Koeffizientenbedingungen fiir die in der Folgerung vorausgesetzte Nichtdiskonjugiert-
heit von (L) in jedem Intervall [d,[, d > a, geben etwa Etgen, Shih (1973a), Th.3, Th.4, (1975), Th.1,
Cor.

4.5 Existenz von nulistellenfreien Losungen

Bei der linearen Differentialgleichung 2. Ordnung

) VeEpx)ve+gxv=0 (x e JCR)
folgt aus der Existenz einer in J C R nullstellenfreien (reellwertigen) Losung, was hier dquivalent zur
Existenz eines Markov-Fundamentalsystems von (1) in J ist, die Diskonjugiertheit von (1) in J. Um-
gekehrt folgt aus der Diskonjugiertheit von (1) in J auch die Existenz einer in J nullstellenfreien L6-
sung nur fiir ein abgeschlossenes Intervall J = [a,b] und ein offenes Intervall J = ]a,b[, nicht jedoch
fiir ein halboffenes Intervall. Einen Beweis hierfiir findet man bei Coppel (1971), S. 5, Th.1. Fiir das
halboffene Intervall J = [0,7] gibt er als Beispiel die Differentialgleichung (1) y* + y = 0 mit der all-
gemeinen Losung y(x) = 4sin (x - @) (4 >0, 0 < o <27x) an, fiir die jede nichttriviale Losung genau
eine Nullstelle in J = [0, 7] besitzt und somit keine nullstellenfreie Losung existiert.

Bei der linearen Differentialgleichung 3. Ordnung (L) geniigt fiir die Existenz einer in J nullstellen-
freien (reellwertigen) Losung statt der Diskonjugiertheit (welche nach Satz 4.2 &dquivalent zu
L € Ci(J) N Cu(J) ist) dagegen schon, dass L € Ci(J) U Cu(J) ist (fiir L € Ci[a,0[ siche etwa Svec
(1965a), Th.3) oder dass L € K1 U Ky und (L) nichtoszillatorisch in J ist (siehe folgenden Satz 4.9
und Svec (1965a), Th.5, mit der Voraussetzung L € Ci[a,oo[). Zur Existenz einer in J = [a,b] nullstel-
lenfreien Losung von (L) gibt Birkhoff (1911), S. 114, eine geometrische Begriindung unter Voraus-
setzung der Spiralform der Integralkurve C.

Satz4.9 Hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines nullstellenfreien Fundamentalsys-
tems

Ist L € Ki]a,b[ U KuJa,b[ und (L) oder (L") nichtoszillatorisch in ./, dann besitzen (L) und (L") jeweils

ein Fundamentalsystem aus drei in J nullstellenfreien Losungen.

Anmerkung: Da im abgeschlossenen Intervall [a,b] (L) stets nichtoszillatorisch’ ist, folgt die Exis-
tenz eines in [a,b] nullstellenfreien Fundamentalsystems allein schon aus der Voraussetzung
L € Kila,b[ U Kiula,bl.

Begriindung der Nichtoszillation im abgeschlossenen Intervall [a,b]: Zu einer Folge x, € [a,b] von unendlich vielen
verschiedenen Nullstellen einer Losung y € S existiert nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl ein Haufungspunkt xo
€ [a,b]. O. E. sei schon die vorgegebene Folge gegen xo konvergent (ggf. Ubergang zu Teilfolge). Nach dem Satz von
Rolle gibt es dann auch gegen xo konvergente Folgen x, und x,,* aus Nullstellen von y° und . Aufgrund der Stetigkeit
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Beweis: Unter den Voraussetzungen des Satzes gibt es nach Satz 4.8 ¢, d € ]a,b[, sodass (L) und (L")
diskonjugiert sind in [a,c] N Jund in [d,b] N J. Es wird nun der Fall L € Ki]a,b[ behandelt, der Fall
L € Kila,b[ verlduft analog. Wéhlt man Stellen x1, x> € [d,b[ mit x1 < x2, dann haben die Lésungen
vi = u(.x1), v2 = ua(..x2) € S
wegen der Diskonjugiertheit in [d,b] N J jeweils keine weitere Nullstelle. Daher ist vi, v2 > 0 und
vi+tw>0in[d,b] N J.
Wegen L € Kila,b[ haben vi und v; in ]Ja,d[ keine einfache Nullstelle, sodass vi, v» > 0 auch in ]a,d[
gilt. Insgesamt sind die Losungen vi und v> also nichtnegativ in J.
Wegen vi(x1) = 0 # v2(x1) sind vi und v2 auch linear unabhéngig. Fiir die dazu orthogonale Losung
{=oWvivn] € [viym]tcS*
(o(x) =exp fp(x)dx, siche Anmerkung nach der Beziehung (2.5)) gilt nach der Charakterisierung
(2.25) fiir die Inzidenz v; = u2(.,x)) € S¢ = [{]* (= 1,2)
{(x1) = {(x2) = 0.
Wegen der Diskonjugiertheit von (L") in [x1,x2] (C [d,b]) sind x1, x2 einfache Nullstellen von £, Und
da nach (2.3) und (2.4) von Abschnitt 2.5.3 mit L € Ki]a,b[ auch L" € K;[a,b[ gilt, gibt es in

[axi[ N J fiir { € ST keine zweifache Nullstelle. Nach den in Abschnitt 2.6 angegebenen Formeln fiir

¢ =o-(viv2’ - vi‘v),
D'[{] =o-(viv2” - vi"w),
C =D

haben dann vi und v, keine gemeinsame Nullstelle xo in [a,x1[ N J, da diese eine zweifache Nullstelle
von ¢ wiire ({(x0) = D'[{](x0) = ¢ “(x0) = 0). Folglich gilt

vi +v2 >0 auch in [axi[ N J.
Insgesamt ist dann die Losung

yi=vi+twn>0inJ.

Wihlt man noch x3 € [d,b[, dann ist die Losung
v3 = u2(.,X3)
wegen der Diskonjugiertheit in [d,b] N J und wegen L € Ki]a,b[ nichtnegativ in J (siche obige Be-
griindung der Nichtnegativitit von vi, v2) und die Losung
y=y1+v3>0inJ.
Wegen yi(x3) # 0 = v3(x3) sind y1, v3 und damit auch y1, y> linear unabhéngig.

Daher ist
z:= oWyl € S'\ {o} undz e S; =[]~

Wihlt man nun noch x4 € [d,b[ mit z(xs) # 0, dann ist (geméal obiger Schlussweise fiir vi, v> und v3)
va :=uz(.,x4) 20 1inJ
und
y3i:=y1+vs>0inJ.
Weiter folgt mit (2.5)
oWlyi.y2.ys] = Blys,z] = By1,z] + Blvaz]
= Blua(.,x4),z](xa) = z(xs) # 0,
sodass y1, 2, ¥3 ein Fundamentalsystem aus drei in J nullstellenfreien Losungen ist.
Analog beweist man unter derselben Voraussetzung die Existenz von drei linear unabhéngigen in J
nullstellenfreien Losungen von (LY. O

von y, y°, y*“ folgt y(xo0) = y*(x0) = y*“(x0 ) = 0, sodass nach dem Existenz- und Einzigkeitssatz y die triviale Losung y
= ( ist. Es gibt also keine (nichttriviale) in [a,b] oszillatorische Losung von (L). Weiter folgt daraus, dass kein Punkt
xo € J ein Haufungspunkt von Nullstellen einer nichttrivialen Losung ist. Eine weitere Begriindung fiir die letzte
Aussage erfolgt mit Zusatz zu Satz 2.4, nach dem die Differentialgleichung in einer passenden Umgebung von xo
diskonjugiert ist.
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4.6 Analytischer Beweis der geometrischen Charakterisierung
der Klasse K, U K, durch die Spiralform der Integralkurve

Fiir die analytische Formulierung und den analytischen Beweis der geometrischen Charakterisierung
der Klasse Ki(J) U Kn(J) durch die Spiralform der Integralkurve C in Satz 4.10 werden noch der
Hilfssatz 4.4, die Definitionen und Wechselbeziehungen einiger Hilfspunkte in J, Eigenschaften der
durch die ersten konjugierten Punkte gegebenen Funktion # und die analytische Beschreibung der
Spiralform der Integralkurve mit mdglicher Selbstberiihrung bereitgestellt.

4.6.1 Ein Hilfssatz zur Existenz einer Nullstelle bestimmter Losungen

Fiir Teil a) des Hilfssatzes 4.4 und fiir den in Abschnitt 4.6.5 folgenden Satz 4.10 gibt Birkhoff
(1911), S. 120, eine geometrische Begriindung. Eine geometrische Veranschaulichung des Hilfssat-
zes mittels der Integralkurve C gibt die Abbildung 4.2. Der Hilfssatz 4.4 gibt eine hinreichende Be-
dingung fiir die Existenz einer Nullstelle bestimmter Losungen im Innern eines Nichtdiskonjugiert-
heitsintervalls und kommt bei den Beweisen von Satz 3.4, Hilfssatz 4.6 und Satz 4.10 (hier sieben-
mal) zum Einsatz.

Hilfssatz 4.4 Hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer Nullstelle bestimmter Losungen
im offenen Intervall ]c,d|
Esseic,d, to € J, c<d.

a) 1) Istto <c, L € Kilto,d[, u2(d,c) =0,y € S\ {0} mit

() =0
und im Fall eines Doppelpunkts (3.6) an den Stellen #, ¢ noch

] # [u2(.,0)],
dann hat y eine Nullstelle in ]c,d[.
Die Behauptung gilt auch fiir 7o = ¢ mit y(c) = 0 und [y] # [u2(.,c)], wenn fiir die Stellen ¢ und
d kein Doppelpunkt ohne Doppeltangente (3.10) vorliegt.

2) Istto > d, L € Kulc,to[, u2(c,d)=0,y € S\ {o} mit

Wto)=0
und im Fall eines Doppelpunkts (3.6) an den Stellen d, 7 noch

] # [u2(.d)],
dann hat y eine Nullstelle in ]c,d[.
Die Behauptung gilt auch fiir 7o = d mit y(d) = 0 und [y] # [u2(.,d)], wenn fiir die Stellen ¢ und d
kein Doppelpunkt ohne Doppeltangente (3.10) vorliegt.
b) 1) Istto>d, L € Kile,to[ (& L' € K le,t,[), u;(c,d) =0,z € S\ {o} mit
z(t0) =0
und im Fall einer Doppeltangente (3.7) an den Stellen d, to noch
[z] # [u,(.d) ],
dann hat z eine Nullstelle in ]c,d].
Die Behauptung gilt auch fiir 7o = d mit z(d) = 0 und [z] # [u, (.,d) ], wenn fiir die Stellen ¢ und

d keine Doppeltangente ohne Doppelpunkt (3.11) vorliegt.

2) Istto<c,L € Kulto,d[ (& L™ € K| lt,,d[), u;(d,c) =0,z € S\ {o} mit
z(t0) =0
und im Fall einer Doppeltangente (3.7) an den Stellen ¢, ¢ noch

[z] # [u; (. O) ],
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dann hat z eine Nullstelle in ]c,d].
Die Behauptung gilt auch fiir o = ¢ mit z(c¢) = 0 und [z] # [u, (.,¢) ], wenn fiir die Stellen ¢ und

d keine Doppeltangente ohne Doppelpunkt (3.11) vorliegt.

I)L € K1 II) L € Ku

C

[]

Abb. 4.2 Ein Kurvenstiick der Integralkurve C mit Spiralform bei méglicher Selbstberiihrung, im Fall I L € K; nach
auflen verlaufend und im Fall I L € Ky nach innen verlaufend. Im Fall I liege ein Treffpunkt [y(d)] der Tan-
gente <z(c)> vor, im Fall IT liege der Kurvenpunkt [y(c)] auf der Tangente <z(d)> . Jede Gerade durch den

Kurvenpunkt [y(#)] trifft dann auch das Kurvenstiick Cj. 4 und jeder Punkt auf der Tangente <z(fo)> des

Kurvenpunkts [y(fo)] liegt dann auch auf einer Tangente an das Kurvenstiick Cj.q

Beweis fiir a, 2): Zum Beweis werden die beiden Fille
) to=d,
) to>d

unterschieden.

o) Es sei to=d. Wegen L € Ky in ]e,to[ = ]e,d[ ist nach (2.3) und (2.4) von Abschnitt 2.5.3 L*
€ K/ le,d] und L € Ku[c,d[. Es werden jetzt die beiden Unterfille

1) L ¢ Ku[c,d] und

i1) L € Ku[c,d]
unterschieden.

1) Falls L ¢ Ku[c,d] (bei L € Ku[c,d]) ist, existiert ein ¢ € [c,d[, sodass die Losung ua(.,f) in d eine
einfache Nullstelle besitzt:

ux(d,t) =0 + ux‘(d,t).
Dabei kann der Fall # = ¢ nicht eintreten, da sonst ux(c,d) = ua(d,c) = 0 # u2°(d,c), also fiir ¢ und d ein
Doppelpunkt ohne Doppeltangente (3.10) vorliegt, was aber voraussetzungsgeméif ausgeschlossen
ist. Also ist # € Je,d[. Aus u; (¢,d) =ux(d,f) =0und L™ € K, ]c,d] folgt [u;(.,d)] =[u; (.,¢)] und

wegen y(d) = 0 mit (2.25)y L [u, (.,d) ] =[u, (.,£) ] und y(¢) = 0.

i1) Fall L € Ku[c,d]: Im Fall I to = d ist nach Voraussetzung
w(d) =0, [y] # [u2(.,d)] und somit y’(d) # 0.

Weiter ist wegen L € Ki[c,d] die Stelle ¢ hochstens eine einfache Nullstelle von y, also
y(c) # 0 oder y(c) =0 # y’(c).

Fiir die Losung u := uo(.,d) gilt
u(c) =0 =u(d) =u’(d).
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Nimmt man nun an, dass y nullstellenfrei in ]c,d| ist, dann folgt mittels Hilfssatz 4.1, 2) (mit u = ux(.,d)

und v = y, vertauschten Rollen von ¢ und d, also lim u(x) € R und lim ux) _
x—c V(x) x—d V(x)

0), dass es reelle A, y

# 0 und eine Stelle ¢ € [c,d[ gibt mit

w = w(.,d) - Ay = yua(.,£).
Fir diese Losung w ist w(d) = 0, w’(d) = - Ay’(d) # 0, w(&) = w'(£) = 0, was aber im Widerspruch zu
L € Ku[c,d] steht. Also hat y eine Nullstelle in ]c,d[.
B) Es sei to > d. Wegen L € Kulc,fo[ ist nach (2.3) und (2.4) von Abschnitt2.5.3 L € K Je,t,],
L € Kulc,to[ und damit auch L € Kin[c,d].
I) Im Fall u](¢,2,) =0 fiir ein ¢ € ]Jc,d[ gilt wegen L" € K/ ]c,t,] die Ubereinstimmung [u; (.,?)]
= [u, (.,¢,)] und damit wegen y(f) = 0 nach (2.25) auch y(¢#) =0.
II) Im Fall u; (.,#,) # 0 in ]c,d[ werden noch die zwei Unterfille

1) [u;(.d)] = [u; (.,¢,)] und

1) [uy (d)] # [uy (1]
unterschieden.
1) Ist [u, (.,d)] = [u, (.,t,)], also an den Stellen d und ¢y ein Doppelpunkt (3.6) [y(d)] = [y(t0)] von C
vorliegend, dann ist wegen y(#) = 0 nach (2.25) auch y(d) = 0 und nach Voraussetzung [y] # [u2(.,d)].
Wegen der Voraussetzung L € Kic,fo[ ist nach Abschnitt 2.5.3 L € Ku[c,to[, wegen to > d dann
L € Ku[c,d] und nach Abschnitt 3.1.10 (Eigenschaft ¢) fiir die Kurvenparameter ¢ und d ein Doppel-
punkt ohne Doppeltangente (3.10) ausgeschlossen. Daher folgt die Aussage, dass y eine Nullstelle in
]c,d besitzt, nach Beweisteil a) ,,ft0 = d*, ii).
ii) Ist [u, (.,d)] # [u, (.,t,)], also fiir die Kurvenparameter d und # ein Doppelpunkt (3.6) von C aus-
geschlossen, dann gilt wegen L € Kii]c,fo[ nach (2.3) und (2.4) von Abschnitt 2.5.3 L" € K/ Je,1,],
daher die Ungleichung

u, (d,t,) #0,
da sonst d eine einfache Nullstelle von u; (.,7,) wire, im Widerspruch zur Klassenzugehorigkeit. Die
Losung u, (.,t,) ist also im vorliegenden Fall 11, ii) auch noch im Randpunkt d von Null verschieden.
Es wird jetzt auBerdem gezeigt, dass die Losung u, (.,¢,) im vorliegenden Fall 11, ii) auch noch im
Randpunkt ¢ von Null verschieden ist:

u, (c,t,) # 0.
Zunichst folgt

5 ()] # [ (1)1,
d. h. dass auch fiir die Kurvenparameter c und ¢y kein Doppelpunkt (3.6) vorliegt, da sonst u, (.,z,)
= Au, (.,c) mit einem reellen A und wegen uz(c,d) = 0 auch u; (d,t,) = Au, (d,c) = Auz(c,d) = 0 wire,
im Widerspruch zur oben hergeleiteten Ungleichung. Demzufolge hat u; (.,7,) zumindest keine zwei-

fache Nullstelle in c.

Weiter ist nach Voraussetzung uz(c,d) = 0. O. E. sei ¢ die grofite Nullstelle von ux(.,d) mit ¢ < d, also
w(.,d)>01in Je,dl.

Wegen L € Ku[c,d] ergibt sich dann nach Satz 4.5, a, 2) die Diskonjugiertheit von (L) und (L") in

[e.d].

Nimmt man nun an, dass u, (c,t,) =0 ist, dann folgt mittels Hilfssatz 4.1, 1) (mit u = u, (.,c),
v=u,(.,t,), u(c) =u‘(c) =0, v(c) =0 # v'(c), u(d) =0 + v(d), u(xo) > 0 fiir ein xo nahe bei ¢, o. E.
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v>01n Je,d], da sonst v = - u; (.,¢,) gewahlt wird), dass es reelle 4, y # 0 und eine Stelle & € ]c,d[
gibt mit

w=u, (,¢) - Auy (L) =yu, (L,E)
und w(c) = 0 = w(&) = w*(§), im Widerspruch zur Diskonjugiertheit in [c,d]. Also ist u, (c,z,) # 0 und
im vorliegenden Fall II insgesamt

z1:= u, (1)) #01n [c,d].
Setzt man noch

z2=u,(.,c) und

1
V3= —W[Zl,Zz]
(o2

(o= expfpdx), dann ist z2(c) = 0, z2(d) = u, (d,¢) = uz(c,d) =0, also fiir t = c und ¢ = d die Bedingung
B, 1) des Satzes 3.2, b) erfiillt. Und da wegen der Diskonjugiertheit in [c,d] auch noch z> = u; (.,¢)

>0 in ]Jc,d[ 1st, folgt nach Satz 3.2, b), dass die Anzahl der mit ihren Vielfachheiten gezahlten Null-
stellen der Produktfunktion z2-y3 und damit der Losung y3 in ]c,d[ ungerade ist, also insbesondere > 1
ist. Es gibt also ein xo € ]c,d[ mit y3(xo0) = 0.
Im Falle [y] = [y3] folgt die Behauptung des Hilfssatzes 4.4 unmittelbar: y(xo) = 0 fiir ein xo € ]c,d].
Im Falle [y] # [)3], also der linearen Unabhéngigkeit von y und y3, folgt die Behauptung mittels Hilfs-
satz 2.1 (in Abschnitt 2.7.4 iiber die Trennung der Nullstellen der Funktionen u =y3 und v =y mit
nicht verschwindender Wronski-Determinante): Es ist ndmlich

y3(x0) = 0 fiir ein xo € Jc,d[,
wegen der Definition von y3 nach Abschnitt 2.6 B[y3,z2] = 0 und B[y3,z1] = 0, nach Abschnitt 2.7.2

y3(€) = Blys,u, (,0)](c) =Bly3,z2] =0,
wegen y(t) = 0 nach (2.25)

yLou(,t,) =z,
wegen der linearen Unabhéngigkeit von y und y3 und Hilfssatz 2.2, 3)

[z1]* = [v3.p],

[z1] = [y3.y]+ = [6W]y3.0]],
z1 = puoWlys,y] mit p # 0, Wlys,y] = z1/(uo) # 0 in [c,d]. Die Funktionen y3 und y haben somit eine
in [¢,x0] nicht verschwindende Wronski-Determinante #[ys,y] und y3 besitzt die Nullstellen ¢ und xo.
Also gibt es nach Hilfssatz 2.1 fiir y eine Nullstelle in Jc,xo[ C Jc,d].
Insgesamt ist damit in allen betrachteten Féllen o) 1) und ii) und B) I) und II) i) und ii) fiir y die
Existenz einer Nullstelle in ]c,d[ nachgewiesen. O

4.6.2 Definition und Wechselbeziehungen von maximalen Intervallen bestimmter
Klassenzugehorigkeiten

Fiir die analytische Formulierung und Begriindung des noch folgenden Satzes 4.10 zur Charakteri-
sierung der Klasse Ki(J) U Ki(J) werden nun einige Hilfspunkte in J definiert, die speziell in den
Punkten 1) bis 7) Endpunkte von maximalen Intervallen einer bestimmten Klassenzugehorigkeit der
Differentialgleichung beschreiben. In Punkt 8) werden maximale Intervalle der Nullstellenfreiheit der
Losungen ua(.,c) und u; (.,c¢) definiert. In Punkt 9) wird auf die entsprechenden maximalen Intervalle
der adjungierten Differentialgleichung hingewiesen. AnschlieBend werden Wechselbeziehungen zwi-

schen diesen Hilfspunkten hergeleitet. Im darauffolgenden Abschnitt werden dann Aussagen iiber die
durch die ersten rechten konjugierten Punkte gegebene Funktion 7 bewiesen.
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Definition von Hilfspunkten als Endpunkte von maximalen Intervallen bestimmter Klassenzu-
gehorigkeiten der Differentialgleichungen (L) und (L") in J

1) Fiir ¢ € J sei

ria(c) =1inf Ri2(c) € R U {+o0}
das (eigentliche oder uneigentliche) Infimum!'® der Menge Ri2(c) aller ¢ € J, ¢ > c, fiir welche die
Losung ua(.,t) eine Nullstelle x € [c,] besitzt bzw. L ¢ Ciin [c,t] ist (siche Azbelev, Caljuk (1964),
S. 233, 237):

riz(c) =1inf {t € J: t > ¢, ua(x,t) = 0 fiir ein x = x(¢) € [c,t}

=inf {t e J:t>c, L & Ci[c,t]}.

Der Fall des uneigentlichen Infimums 712(c) = - co kann nicht auftreten, da bei nichtleerer Menge
Ri2(c) diese stets durch die untere Schranke ¢ nach unten beschrinkt ist und somit 712(c) in [¢,+oo[
C R liegt.
Der Fall des uneigentlichen Infimums ri2(c) = + oo fiir die leere Menge Ri2(c) = () bedeutet, dass
die Differentialgleichung (L) in [¢,b] N J zur Klasse Ci gehort.
Der Fall eines eigentlichen Infimums r12(c) € R bzw. -0 < ri2(c) < +oo bedeutet Ri2(c) # ) und
nach dem Zusatz zu Satz 2.4 (Diskonjugiertheit in [¢-J,c+d] fiir ein 6 > 0)

ri2(c) € [¢t+0,b] N J fiir ein 6 > 0.
In diesem Fall ist die Stelle 12(c) auch das Supremum aller d € J, d > ¢, mit L € Ci[c,d] und das

halboffene Intervall [c,r12(c)[ das maximale Ci-Intervall der Form [c,d[, d € ]c,b] (siehe Azbelev,
Caljuk (1964), S. 233).

2) Fiir ¢ € J sei
r1(c) =inf R21(c) € R U {+o0}
das Infimum der Menge R»i(c) aller ¢ € J, t > ¢, welche jeweils eine Nullstelle einer Losung ux(.,x)
mit x € [c,f[ sind bzw. fiir welche L ¢ Cr in [c,t] ist (sieche Azbelev, Caljuk (1964), S. 233, 237):
rmi(c)=inf{teJ:t>c,uxtx)=0"flreinx e [c,/}
=inf {t e J: t>c, L ¢& Cu[c,t]}.
Der Fall 721(c) = + o bei leerer Menge R21(c) = () bedeutet, dass die Differentialgleichung (L) in
[c,b] N J zur Klasse Cii gehort.
Der Fall r12(c) € R bedeutet R21(c) # ¢ und nach dem Zusatz zu Satz 2.4
ri1(c) € [¢t+0,b] N J fiir ein 0 > 0.
In diesem Fall ist die Stelle 721(c) auch das Supremum aller d € J, d > ¢, mit L € Ci[c,d] und das

halboffene Intervall [c,721(c)[ das maximale Ci-Intervall der Form [c,d[, d € ]c,b] (siche Azbelev,
Caljuk (1964), S. 233).

3) Fiir ¢ € Jsei
r22(c) =1nf Rao(c) €e R U {+o0}

10" Das Vollstindigkeitsaxiom der reellen Zahlen besagt, dass jede nach unten beschriinkte nichtleere Menge M ein In-
fimum (eine groBte untere Schranke, eine untere Grenze) inf M in R besitzt. Eine untere Schranke ot von M (a < x V¥ x

€ M) ist untere Grenze von M genau dann, wenn es zu jedem € > 0 ein x € M mit (¢ <) x < o + € gibt. Analog besitzt

nach diesem Axiom jede nach oben beschrinkte nichtleere Menge M ein Supremum (eine kleinste obere Schranke,
eine obere Grenze) sup M in R (Erwe, 1967, S. 53). Friedhelm Erwe (1922-2021) war ein deutscher Mathematiker,
der sich mit Funktionentheorie und Limitierungstheorie befasste. Kurzschreibweisen mit uneigentlichen Infima und

Suprema +00:

inf M = + o0 (uneigentliches Infimum, da nicht in R gelegen), falls M leer ist;

inf M = - 00 (uneigentliches Infimum), falls M nicht nach unten beschrénkt ist;

- 00 < inf M <+ o0 (eigentliches Infimum), falls M nichtleer und nach unten beschrankt ist.
sup M = - 0 (uneigentliches Supremum, da nicht in R), falls M = (;

sup M =+ o0 (uneigentliches Supremum), falls M nicht nach oben beschrinkt ist;

- 00 < sup M <+ oo (eigentliches Supremum), falls M nichtleer und nach oben beschrankt ist.
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das Infimum der Menge R2>(c) aller ¢ € J, t > ¢, fiir welche die Losung ua(.,¢) eine zweifache Null-
stelle x € [c,] besitzt (siche Azbelev, Caljuk (1964), S. 233, 237):

ro(c)=inf {t € J: t > c, us(x,f) = u2’(x,t) = 0 fiir ein x € [c,1}.
Der Fall r2(c) = + oo fiir die leere Menge R22(c) = () bedeutet, dass die Differentialgleichung (L)
in [c,b] N J keine nichttriviale Losung mit zwei doppelten Nullstellen besitzt.
Der Fall 2:(c) € R bedeutet R22(c) # () und nach dem Zusatz zu Satz 2.4 (Diskonjugiertheit in [c-
o0,ctd] fiir ein 0 > 0)

r2(c) € [¢t+0,b] N J fiir ein 6 > 0.
In diesem Fall ist die Stelle 722(c) auch das Supremum aller d € J, d > ¢, fiir die im abgeschlosse-
nen Intervall [c,d] keine zwei doppelten Nullstellen einer nichttrivialen Losung von (L) auftreten.
Weiter ist das halboffene Intervall [c,722(c)[ das maximale Intervall der Form [c,d[, d € ]c,b], in
dem keine zwei doppelten Nullstellen einer nichttrivialen Lésung von (L) auftreten (siche
Azbelev, Caljuk (1964), S. 233).

4) Fiir ¢ € J sei

ki2(c) =inf Ki2(c) € R U {+o0}
das Infimum der Menge Ki2(c) aller ¢ € J, t > ¢, fiir welche die Losung ux(.,¢) eine (genau) einfache
Nullstelle x € [c,f[ besitzt bzw. L ¢ K in [c,f] ist:

kio(c) =inf{teJ:t>c,uxt)=0+ u’(x,0) fireinx € [c,}

=inf {t e J:t>c, L & Ki[c,t]}.

Der Fall ki2(c) = + oo fiir die leere Menge K2(c) = () bedeutet, dass die Differentialgleichung (L)
in [c,b] N J zur Klasse K gehort.
Der Fall k12(c) € R bedeutet K12(c) # () und nach dem Zusatz zu Satz 2.4

ki2(c) € [ctd,b] N J fiir ein 6 > 0.
In diesem Fall ist k12(c) auch das Supremum aller d € J, d > ¢, mit L € Ki[c,d] und [c,ki2(c)[ das
maximale Ki-Intervall der Form [¢,d[, d € ]c,b].

5) Fiir ¢ € Jsei

k21(c) = inf K71(c) € R U {+o0}
das Infimum der Menge K>i(c) aller ¢ € J, t > ¢, welche jeweils eine (genau) einfache Nullstelle
einer Losung ux(.,x) mit x € [c,/] sind bzw. fiir welche L ¢ K1 in [c,f] ist:

koi(c) =inf{teJ: t>c, u(tx)=0+u’(tx) fireinx € [c,f}

=inf{teJ:t>c L ¢& Kn[c,t]}.

Der Fall k21(c) = + oo fiir die leere Menge K21(c) = () bedeutet, dass die Differentialgleichung (L)
in [¢,b] N J zur Klasse Ky gehort.
Der Fall k21(c) € R bedeutet K21(c) # ¢ und nach dem Zusatz zu Satz 2.4

kai(c) € [ct+0,b] N J fiir ein 6 > 0.
In diesem Fall ist k21(c) auch das Supremum aller d € J, d > ¢, mit L € Ku[c,d] und [c,k21(c)[ das
maximale Ky-Intervall der Form [c,d[, d € ]c,b].

6) Fiir ¢ € Jsei

n(c) =n+(c) =inf Ni(c) € R U {+oo}
das Infimum der Menge N-+(c) aller ¢ € J, t > ¢, fiir welche (L) nichtdiskonjugiert in [c,f] ist (siche
Barrett (1969), S. 441, fiir die Dgl. (E3)):

ne)y=inf{teJ:t>c,Ay € S\ {o} mit mindestens 3 Nullstellen in [c,f]}

=inf {t € J: t > ¢, (L) nichtdiskonjugiert in [c,t]}.

Der Fall #(c) = + o fiir die leere Menge N:(c) = () bedeutet, dass die Differentialgleichung (L) in
[c,b] N J diskonjugiert ist.
Der Fall 7(c) € R, d. h. 5(c) € J, bedeutet Ni(c) # () und nach dem Zusatz zu Satz 2.4

n(c) € [cto,b] N J fiir ein 6 > 0.
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In diesem Fall ist #(c) auch das Supremum aller d € J, d > ¢, fiir die (L) in [¢,d] diskonjugiert ist
und [c,n(c)[ das maximale Diskonjugiertheitsintervall der Form [c,d[, d € ]c,b]. Es heil3t 5(c) der
erste rechte konjugierte Punkt von c.

7) In analoger Weise wird fiir ¢ € J der erste linke konjugierte Punkt #_(c) definiert: Es sei

n-(c) =sup N(c) e R U {-0}
das Supremum der Menge N_(c) aller ¢ € J, t < ¢, fiir welche (L) nichtdiskonjugiert in [#,c] ist.
Der Fall #-(c) = - o fiir die leere Menge N_(c) = () bedeutet, dass die Differentialgleichung (L) in
[a,c] N J diskonjugiert ist.
Der Fall 7-(c) € R, d. h. -(c) € J, bedeutet N_(c) # () und nach dem Zusatz zu Satz 2.4

n-(c) € [a,c-0] N J fiir ein 6 > 0.
In diesem Fall ist #-(c) auch das Infimum aller d € J, d <c, fiir die (L) in [d,c] diskonjugiert ist
und ]y-(c),c] das maximale Diskonjugiertheitsintervall der Form ]d,c], d € [a,c][.

8) Sei ¢ € J und das Indexpaar (i,j) € {(1,2), (2,1), (2,2)}. Falls es ein d € J, d > ¢, gibt, sodass fiir
eine nichttriviale Lésung y von (L) ¢ eine mindestens i-fache und d eine mindestens j-fache Null-
stelle ist, dann sei z;;(c) das kleinste derartige d (siche Barrett (1969), S. 441, fir die Dgl. (E3)): Ist
also Zj(c) die Menge aller d € J, d > ¢, fiir welche jeweils ein y € S\ {0} existiert mit ¢ als zumin-
dest i-facher und d als zumindest j-facher Nullstelle und ist Z;(c) # (), dann ist

Z;’,‘(C) = inf Zg,'(c)
=inf {d € J: d> c, c i-fache und d j-fache Nullstelle eines y € S\ {o}}
=min Zj(c) € le,b] N J (Beweis folgt).

Im Fall Z;(c) = () wird z;(c) = + oo gesetzt.

9) Analog sind fiir die Differentialgleichung (L) die GroBen 7;;(c), k() und z;(c) definiert.

Beweis zu 8): a) z;i(c) = min Zj(c): Im Fall Zj(c) + @ liegen wegen der Diskonjugiertheit in [c,c+d]
(fiir ein 6 > 0) und wegen i +j > 3 die Punkte d € Z;(c) in ]c+d,b] N J. Daher gilt

o =1inf Zj(c) € [ct+d,b] N J.
Die d € Zj(c) sind im Fall (ij) = (2,1), (2,2) Nullstellen der Lésung u2(.,c) und im Fall (i,j) = (1,2)
Stellen d > ¢ mit uz(c,d) =0 und wegen (2.1) u, (d,c) = uz(c,d) Nullstellen der Losung u, (.,¢) . In
einer FuBnote von Abschnitt 4.5 wird eine Begriindung dafiir gegeben, dass a kein Haufungspunkt
der Nullstellen der Losung u2(.,c) bzw. u, (.,c) ist. Somit ist das als Infimum definierte « das Mini-

mum der Menge Z;i(c):

zij(c) = min Zij(c).
Im Fall (i,j) = (2,1) ist z21(c) die kleinste Nullstelle d (d > c) der Losung ux(.,c) bzw. die kleinste Stelle
d (d>c) mit u, (c,d) =uz(d,c) =0. AuBerdem ist uz(.,c) > 0 in J¢,z21(c)[.
Im Fall (i,j) = (1,2) ist z12(c) die kleinste Stelle d > ¢ mit uz(c,d) =0 bzw. wegen (2.1) u,(d,c)
= ux(c,d) = 0 die kleinste Nullstelle d > ¢ der Losung u, (.,c) . AuBerdem ist u; (.,c) >0 in ]Jc,z12(c)[.
Im Fall (i,7) = (2,2) ist z22(c) die kleinste doppelte Nullstelle d > ¢ der Losung ux(.,c) bzw. die kleinste
Stelle d > ¢ mit uz(c,d) = u2'(c,d) = 0 und wegen (2.1) u, (d,c) =ux(c,d)=0, - u/(d,c) =u2'(c,d)=0
dann auch die kleinste gemeinsame Nullstelle d > ¢ von u, (.,¢) und u, (.,c) . Die Stelle z22(c) ist aber

nicht notwendig eine doppelte Nullstelle von u; (.,¢) und daher nicht notwendig gleich der kleinsten

doppelten Nullstelle z5,(c) von u;(.,c) . Geometrisch gesehen liegt an den Stellen ¢ und d = z22(c)

nach (3.7) eine Doppeltangente vor, die aber nicht notwendig auch ein Doppelpunkt (3.6) sein
muss.
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b) z;,(c) =min Z,(c): Analog zu a) ergibt sich im Fall Z(c) # @, dass z,(c) die kleinste Null-
stelle d > c der Losung u; (.,c) bzw. die kleinste Stelle d > ¢ mit uz(c,d) = u; (d,c) = 0ist. Aulerdem
ist ul(.,c) >0in]c,zy,(c)[.

Weiter ist im Fall Z,(c) # () die Stelle z,(c) die kleinste Stelle d > ¢ mit u(c,d) =0 bzw. die
kleinste Nullstelle d > ¢ der Losung ua(.,c). AuBerdem ist ua(.,c) > 0 in ]c, z;,(c) [.

Ferner ist im Fall Z,,(c) # @ die Stelle z,,(c) die kleinste doppelte Nullstelle d> ¢ der Losung
ul(.,c) bzw. die kleinste Stelle d > ¢ mit u;(c,d) = D'[ui](c,d) =0 und dann auch die kleinste
gemeinsame Nullstelle von ua(.,c) und ui(.,c). Geometrisch gesehen liegt an den Stellen ¢ und
d = z,,(¢) nach (3.6) ein Doppelpunkt vor, der aber nicht notwendig auch eine Doppeltangente (3.7)
sein muss.
Insgesamt ist flir i +j > 3, also fiir die Indexpaare (i,j) = (2,1), (1,2), (2,2), und die Menge

Z'(c) ={d e J:d>c, c i-fache und d j-fache Nullstelle eines z € S*\ {o}}
im Fall Z/(c)# ( somit

z;;(¢) :=inf Z,(c) =min Z/(c). O

Wechselbeziehungen fiir die Hilfspunkte
Aus der Definition der GroBen Rif(c), R/;(c), ri(c) und 77(c) und unter der Verwendung der Bezie-

hung (2.1) u; (t,x) = ua(x,f) erhdlt man unmittelbar die Ubereinstimmung der Mengen R/,(c) = Rji(c)

und der Infima

4.2) r(¢c) = ri(c) fir {i,j} = {1,2} (und nicht fiir (i,j) = (2,2)), ¢ € J.

Aus den Beschreibungen der Gréf3en z;i(c) und Z;j (¢) im obigen Beweis zu 8) als kleinste Nullstellen
der speziellen Losungen uz(.,c) und u, (.,¢) erhdlt man fir {i,;j} = {1,2} bzw. i+ =3, also fir

(i,) = (1,2) und (i,j) = (2,1), die folgenden Ubereinstimmungen: Z;;(¢) = Z;(c) und
4.3) z;;(¢) =z(c) fir {i,j} = {1,2} (und nicht fiir (i,j) = (2,2)), ¢ € J.

Die Mengen N+(c), Rji(c), Kjj(c) und Zji(c) enthalten jeweils genau die Punkte ¢ € J (¢ > ¢), fiir welche
es im Intervall [c,t] eine bestimmte Nullstellenkonfiguration einer zu ¢ gehorigen nichttrivialen Lo-
sung y € S gibt: Bei ¢ € N:(c) gibt es drei Nullstellen x1, x2, # (¢ <x1 <x2 <) von y, bei ¢ € Rj(c) ist
x (¢ £ x <¢) eine mindestens i-fache und ¢ eine mindestens j-fache Nullstelle von y, bei ¢ € Kji(c) ist x
(c £x <t) eine genau i-fache und ¢ eine genau j-fache Nullstelle von y, bei ¢ € Z;(c) ist x = ¢ eine
mindestens i-fache und ¢ eine mindestens j-fache Nullstelle von y. Aus den Inklusionen

Ra(c) S Rif(c) S N+(o),

Kij(c) < Rifo),

Zn(c) € Zi(c) < Ri(c)

der Mengen ergeben sich fiir deren Infima die Ungleichungen

(4.4) n(c) < ri(c) < rafc),
rif(c) < kif(c),
rii(c) < zii(c) L zn(c) fur {i,j} = {1,2},c € J.

Aus der Definition der GréBen Kj(c), K;;(c), kj(c) und & (c) ({i,j} ={1,2}) und den in Ab-
schnitt 2.5.3 angegebenen Eigenschaften der Klassen K1, K7, K| und K, lassen sich fiir die zugehd-
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rigen Infima die beiden folgenden Ungleichungen herleiten: Zu beliebigem ¢ € J ist der K, -Punkt
k5 (c) hochstens so groB wie der Ki-Punkt k21(c) und der Ki-Punkt ki2(c) hochstens so groB wie der
K -Punkt k3,(c):

(4.5) ki(€) < k(o)
kio(c) < ky,(c) fiirc e J.

Beweis fiir £5(c) < kai(c): Mits := k(c) ist das halboffene Intervall [c,s[ das maximale K, -Inter-
vall der Form [c,d[, d € ]c,b]. Insbesondere gilt dann L* € K, ]c,s[ und nach (2.3) und (2.4) von

Abschnitt 2.5.3 L € Ku[c,s[. Da [c,k21(c)[ das maximale Ky-Intervall der Form [c,d[, d € ]c,b], ist,
folgt die Ungleichung k21(c) > s = k;,(c). O

Nach dem Zusatz zu Satz 2.4 ist fiir jedes ¢ € J stets (L) diskonjugiert in [c-8,c+6] N J mit einem
5= &) > 0. Im Falle Ni(c) # @, N-(c) # @ ist daher N-(c) C [a,c-0[ N J, Ni(c) C Jc+6,b] " J und
somit

(4.6) n-(c) < c <n(c).

Es sei Ni(c) # () vorausgesetzt. Da z21(c) die kleinste Nullstelle ¢ (£ > ¢) von ua(.,c) und z12(c) = z,,(¢)
die kleinste Nullstelle 7 (> ¢) von u, (.,c) ist, gelten mit deren Minimum

z+(c) := min {z21(¢c),z12(¢c)}
die Ungleichungen u2(.,c) >0 A u;(.,c) >0 in ]c, z+(c)[ und es ist z+(c) eine Nullstelle von ua(.,c)
oder eine Nullstelle von u, (.,c) . Das Intervall [c,z+(c)] ist also das maximale Intervall mit gleichzei-

tiger Nullstellenfreiheit der Losungen ua(.,c) und u, (.,c¢) in der Form [c,d[ (d > ¢). Da die beiden

Ungleichungen nach Satz 4.2, 2, ¢) zu L € D[c,z(c)[ dquivalent sind und da wegen der Nullstellenei-
genschaft von z+(c) die Differentialgleichung (L) im abgeschlossenen Intervall [c,z+(c)] nichtdiskon-
jugiert ist, ist das halboffene Intervall [c,z+(c)[ das maximale Diskonjugiertheitsintervall der Form
[c,d[ (d > c). Demzufolge ist z+(c) = 5(c) (Barrett (1969), S. 441, Th.2.4). Da z+(c) € N+(c) ist, gilt
n(c) = z+(c) = min N+(c).

Analog sei N-(c) # () vorausgesetzt und mit z_(c) die groBte Nullstelle x (x < ¢) der Produktfunktion
u,(.,c)-u, (.,c) bezeichnet:

z(c)=max {deJ:d<c,uxd,c)=0V u,(d,c) =0}.
Mit Satz 4.2, 2, ) folgt dann z(c¢) =#-(c) und, da z(c) € N-(c) ist, auch noch n-(c) =z(c)
= max N_(c). Es gilt also

4.7) n(c) = z+(c) = min {z21(c),z12(c)} = min N+(c);
n-(c) =z (c) =max N(c).

Mit dem Minimum

r(c) :=r+(c) = min {r2(c),r12(c)}
der Cy-Stelle 721(c) und Ci-Stelle r12(c) ist das Intervall [c¢,7(c)[ das maximale C; N Cr—Intervall der
Form [c,d[ (d > ¢). Da nach Satz 4.2 im Intervall [c,d[ die Klassenzugehorigkeit L € Cin Cip dqui-
valent zur Diskonjugiertheit von (L) ist, ist [¢,7(c)[ das maximale Diskonjugiertheitsintervall der
Form [c,d[ (d > c¢). Da aullerdem [c,(c)[ das maximale Diskonjugiertheitsintervall der Form [c,d[
(d > ¢) ist, folgt r(c) = n(c) (Azbelev, Caljuk (1964), S. 237, Th.2). Es gilt also
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(4.8) n(c) = min {ri(c),r12(c)}.

Aus der Minimalitétseigenschaft (4.7) von #(c) und den Ungleichungen (4.4) fiir die Hilfspunkte
ergibt sich mit einer Fallunterscheidung noch die folgende Minimalititseigenschaft von 7(c):

4.9) n(c) =min {z;(c),ri(c)} fir {i,j} = {1,2},c e J.

Beweis: a) Im Fall z21(c) < z12(c) folgt nach (4.7) n(c) = z21(¢c), nach (4.4) n(c) = r21(c) = z21(c) und
dann nach (4.7) n(c) = min {r21(c),z12(c)}.

b) Analog folgt im Fall zia(c) <z21(c) zundchst #n(c) =ri2(c) =zi2(c) und dann #(c)
= min {221(6),7’12(6)}. O

Aus den in (4.4) angegebenen Ungleichungen z;i(c) < z22(c) und den entsprechenden Ungleichungen
z;;,(¢) < z3,(c) der adjungierten Differentialgleichung erhélt man mit (4.3) auch

23:(€) =zi(c) < 22a(0),

zi(c) = z;,(¢) < z3,(c)

und insgesamt die folgenden Ungleichungen fiir die minimalen Nullstellen:
(4.10) 221(¢), 23,(€) <min {z22(c), Z,,(¢c) } fiirc e J.

Einen Zusammenhang zwischen den Ci- und Cp-Stellen 7;(c) und den minimalen Nullstellen z;;(x),
x 2 ¢, liefert die folgende Beziehung (Barrett (1969), S. 445, L.2.12). Sie besagt, dass die als Infimum
definierte Stelle 7;(c) als eine minimale Nullstelle z;(£;)) € R;i(c) gegeben wird.

4.11) ri(c) = min Rj(c)
=inf {zj(x) : x> ¢, x € J}
=min {z;(x):x>c,x € J}
= z;{(&;) mit einem &; = &(c) € [c,ri(c)[ (i+j=3,cel).

Beweis: a) Beweis von 74(c) = min R;(c): Unter der Voraussetzung R;i(c) # () ist

=15 = rii(c) € le,b] N J.
Nach dem Zusatz zu Satz 2.4 gibt es ein ¢ > 0, sodass die Differentialgleichung (L) in [7-¢,7+e] N J
diskonjugiert ist. Wegen 7> ¢ kann noch o. E. ¢ mit 7 - ¢ > ¢ gewidhlt werden. Wegen der Definition
von 7= inf R;j(c) als Infimum gibt es zu jedem ¢, := ¢/n (n € N) eine Stelle

th € [1T,7ten[ M Rji(c)
und dazu noch eine Stelle

Xn = Xn(tn) € [C)tn],
sodass x, i-fache und ¢, j-fache Nullstelle eines y=y, € S\ {o} ist. Wegen i +j >3, t, € [1,7+e,]
C [1-¢,7+¢] und der Diskonjugiertheit von (L) in [ 7-¢,7+¢] ist

xXn € [etu] \ [1-¢,7te] = [c,-¢[ C [c,T-¢].
Da die Zahlenfolge 7+e, gegen t konvergiert, konvergiert auch die Folge ¢, gegen t:

th — T=ri(c) bein — oo,
Da die Zahlenfolge x, im abgeschlossenen und beschrénkten Intervall [c,7-¢] liegt, kann man nach
dem Satz von Bolzano-Weierstra$3 o. E. (ggf. nach Ubergang zu konvergenter Teilfolge) annehmen,
dass die Folge x, gegen ein & = &; = &(c) € [c,1-¢] konvergiert:

xn — &€ € [c,7-¢] bein — oo,
Wegen der stetigen Abhéngigkeit der Losungen ux(.,.) und #, (.,.) von der unabhingigen Variablen
und dem Anfangswert kann gezeigt werden, dass & eine i-fache und 7 eine j-fache Nullstelle einer
Losung y € S\ {o} ist: Im Fall (i,j) = (1,2) folgt aus uz(xx,t,) = 0 beim Grenziibergang n — oo

ux(é,7) =0,
also
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7 € Ri2(¢) und 7= min Ri2(c).
Im Fall (i,j) = (2,1) folgt aus uz(ts,x») = 0 die Gleichung ux(7,¢) = 0. Im Fall (ij) = (2,2) folgen aus
u(tnxn) =0, -u(x,,t,) =u2'(tn,xn) =0 die Gleichungen

uA7,8) =0, -u (r,&) =u(r,€) =0.
Insgesamt folgt in allen Fillen (i,j) = (1,2), (2,1), (2,2)

riji(c) € Rij(c) und

rii(c) = min R;(c).

b) Beweis von rji(c) = zj{(&;) mit &; € [c,rii(c)[: Wahrend in der Menge R;i(c) die Stellen ¢ € J erfasst
sind, die j-fache Nullstelle einer (von ¢ abhingigen) Losung y € S\ {0} sind und zu denen jeweils
noch eine i-fache Nullstelle x € [c,f[ derselben Losung y existiert, werden in der in (4.11) betrachteten
Menge
Mij(c) == {zij(x) :x>c,x € J}
(i +j = 3) nur die speziellen ¢ = z;(x) € J aufgefiihrt, welche die kleinste mindestens j-fache Nullstelle
t > x einer Losung u2(.,x) bzw. u; (.,x) (x = c) sind: Ein ¢ = z21(x) € M2i(c) ist die kleinste Nullstelle
t>x von ux(.,x), ein t =zxn(x) € Mxn(c) ist die kleinste doppelte Nullstelle 7> x von ux(.,x), ein ¢
= 25,(x) = z12(x) € Mi2(c) ist die kleinste Nullstelle # > x von u; (.,x) (x> ¢). Fiir das Infimum
mi(c) := inf Mj(c)
ist zu zeigen: m;i(c) = rii(c) und m;(c) = z;(&;) € Mi(c) mit einem & € [c,rii(c)|.
Aus der Inklusion Mji(c) C R;i(c) folgt fiir die Infima schon die Ungleichung
mij(c) 2 ric),
sodass nur noch m;i(c) < ry(c) zu zeigen ist.
Es ist 7:=rj(c) = inf R;(c) = min R;(c) das kleinste ¢ der Menge R;i(c), fiir deren Elemente ¢ mit den
zugehorigen Stellen x = x(¢) eine bestimmte Nullstellenkonfiguration einer Losung y € S\ {o} auf-
tritt, ndmlich dass x i-fache und ¢ j-fache Nullstelle von y ist. Demzufolge ist insbesondere zur fest
gedachten Stelle ¢ = &;; € [c,7] (von Teil a des Beweises) die Stelle 7 die kleinste Stelle # > & mit dieser
bestimmten Nullstellenkonfiguration fiir £ und . GemiB obiger Definition 8) fiir z;(c) gilt also
T=zj(&) € Mi(c).
Daher ist
mii(c) = inf My(c) < zy(&) = 7= ry(c) < my(c),
also
rif(c) = my(c) = z(&) = min My(c). O

Mit dem gleichen Beweisschema wie bei der r;-Eigenschaft (4.11) kann man die Ki- und Ky-Stellen
ki2(c) und k»1(c) als Elemente von Ri2(c) bzw. Roi(c) nachweisen, aber im Allgemeinen nicht als
Elemente von Ki2(c) bzw. K>1(c). Wie an der Integralkurve ersichtlich ist, konnen dabei der Fall k12(c)
€ Ki2(c), wenn die Tangente zu ki2(c) das vorhergehende Kurvenstiick schneidet (siche Abb. 3.15,
a, 2 und a, 1), und der Fall ki12(c) & Ki2(c), wenn die Tangente zu ki2(c) das vorhergehende Kurven-
stiick beriihrt (siche Abb. 3.15, b, 1 und Abb. 3.7, c, 1), auftreten. Ebenso konnen der Fall
k21(c) € Kai(c), wenn eine Tangente des vorhergehenden Kurvenstiicks die Kurve im Punkt zu k21(c)
schneidet (siche Abb. 3.15, b, 2 und a, 1), und der Fall k1(c) ¢ K21(c), wenn eine vorhergehende
Tangente die Kurve im Punkt zu k21(c) bertihrt (siche Abb. 3.15, b, 1 und Abb. 3.7, c, 1), auftreten.
Man erhélt damit folgende k;-Eigenschaft.

(4.12) ki(c) € Ri(c) fiir (ij) = (1,2), (2,1), ¢ € J, d. h.

fir (7,7) = (1,2):  ua(i2,k12(c)) = 0 fiir ein (12 = (i2(c) € [e,kiz2(c)],
fiir (i) = (2,1):  u2(k21(c),{21) = 0 fiir ein (o1 = Qi(ce) € [e,kai(o)].
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Die Lage der 7;(c) in Abhiingigkeit von der Lage der minimalen Nullstellen z>:(c) und z,,(c)
Es werden nun noch die drei moglichen Félle fiir die gegenseitige Lage der minimalen Nullstellen
221(¢), z12(¢) = z,,(¢) € J von ux(.,c) bzw. u;(.,c) unter der Voraussetzung Zj(c) # @ fiir i +j =3
ndher untersucht und dabei die Lage der Ci- und Cp-Stellen 7;(c) bestimmt:

1) z2100) = 23,(¢) 5

2) 221(¢) < z5,(€)

3) z21(¢) > 25, (€) .

Im Fall 1) z21(c) = z,,(¢) ist nach (4.7)

d =n(c) = rai(c) = z21(¢) = riac) = z12(c),
sodass (3.8) ua(d,c) = 0 = uz(c,d) gilt, also geometrisch gesehen fiir die Integralkurve C an den Stellen
c und d ein Doppelpunkt (3.6) oder eine Doppeltangente (3.7) vorliegt (Beweis in Abschnitt 3.1.7).
Eine grafische Darstellung dieser beiden Unterfille und des zusétzlichen Falls eines Doppelpunkts
mit Doppeltangente wird mit der Integralkurve C in der nachfolgenden Abbildung 4.3 gegeben.
Beim Auftreten eines Doppelpunkts (3.6) ist [u, (.,c) ] = [u, (.,d) ], also d eine zweifache Nullstelle

von u;(.,¢).Dad= z,(c) im vorliegenden Fall 1) die kleinste Nullstelle > ¢ von u; (.,c) ist, istd
im Unterfall (3.6) auch die kleinste zweifache Nullstelle > ¢ von u; (.,¢) : d = 2,,(c) . Aufgrund der
Ungleichung (4.10) ist d = z,,(¢) <min {z2(c), z,,(¢) } und somit hier

d = z,,(c) =min {z22(c), z,,(¢) }.
Analog ist beim Auftreten einer Doppeltangente (3.7) [u, (.,¢) ] = [u,(.,d) ] die Stelle d eine zweifa-

che Nullstelle von u,(.,c). Da im Fall 1) d = z21(c) die kleinste Nullstelle > ¢ von u,(.,c) ist, ist d
im Unterfall (3.7) auch die kleinste zweifache Nullstelle £ > ¢ von u, (.,c) : d = z22(c). Aufgrund der

Ungleichung (4.10) ist d = z21(c) < min {z22(c), Z,,(¢) } und somit hier

d = z2(c) =min {z22(c), 2,(c) }.
Insgesamt ist im Fall 1) fiir beide Unterfille (3.6) und (3.7) die Ubereinstimmung #(c)
=min {z,,(c),z,,(c)} } bewiesen. Es gilt also

(4.13) 21(c) = 2y (€) = n(c) =ra(c) = z21(c) = ria(c) = z12(c),
n(c) = min {z2(c), z5,(¢) } fiir c e J.
o) B) Y)
C

¢ DP [y()]=[y(d)] »

DT (2(c)) = (2(d)) DT (z(c)) = (z(d))

DP[y(0)]=[y(d)]

Abb. 4.3 Darstellung der im Fall 1) auftretenden Unterfille: o) [y(c)] = [y(d)] Doppelpunkt (DP), B) <Z(C)> = <z(d)>
Doppeltangente (DT) und y) Doppelpunkt mit Doppeltangente der Integralkurve C
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Im Fall 2) z21(c) < z,,(¢) ist nach (4.7), (4.4) und (4.3)

d =n(c) =rui(c) = z21(c) < ri2(c) £ z12(c) und
d=n(c) < z3(c) =zia(c) < z22(0).

Nachfolgend wird nun die Lage von r12(c) im Intervall [z21(c), z,,(¢) ] niher bestimmt und gezeigt,

dass r12(c) im zugehorigen offenen Intervall liegt. Dazu werden nachfolgend die beiden Ungleichun-
gen

1) ri2(c) <zi2(c) und

11) r12(¢) > z21(c)
bewiesen.
Zum Beweis der Ungleichung i) wird Satz 3.3, b, 2) zur Nullstellenverteilung von zwei orthogonal-
gonalen Losungen angewandt: Wegen d = z21(c) < z,,(¢) < zx(c) ist

ux(d,c) =0,

u2(c,z12(c)) = 0,

u(.,c)>01n Je,d|,

uy (,¢) >0in Je,z, () 2 Jed].
Da d = z21(c) die kleinste Nullstelle von ux(.,c¢) in ]Jc,b] N Jund d < z22(c) ist, ist d nur eine einfache
Nullstelle von ux(.,c) und somit [u2(.,c)] # [u2(.,d)].
Geometrisch gesehen schneidet die Tangente <Z(C)> des Kurvenpunkts [y(c)] die Integralkurve C im

Kurvenpunkt [y(d)], wobei aber keine Doppeltangente <Z(C)> = <Z(d )> vorliegt. Die Tangente <Z(C)>

trifft C aber in keinem der Kurvenpunkte [y(x)], x € ]Jc,d[. AuBBerdem liegt der Kurvenpunkt [y(c)]
auf keiner der Tangenten <Z(x)> ,x € Je,z,,(c)[, aber auf der zum Kurvenpunkt [y(z12(c))] gehdrigen

Tangente <Z(212(c))>.

Fiir die Losungen
y = ua(212(6)) = a(., 231 (€)),
z:=u,(.,c)

gilt dann y(c) = 0 und nach (2.25)
ylz

Weiter ist
z(c) =0 # z(d) und
z>01in Je,d].

Es werden jetzt die beiden Unterfille
a) [v]=[uA.0)],
B) v] # [ua(.0)]

unterschieden. Die Tangente <Z(le(c))> stimmt im Fall o) mit der Tangente <Z(C)> iiberein und ist

im Fall B) von <Z(C)> verschieden. Eine grafische Darstellung der beiden Unterfille wird mit der

Integralkurve C in der nachfolgenden Abbildung 4.4 gegeben. Im Fall ) ist die einfache Nullstelle d
von uz(.,c) auch eine einfache Nullstelle von y. Im Fall B) kann mit Satz 3.3, b, 2) auf eine einfache
Nullstelle von y im offenen Intervall ]c,d[ geschlossen werden. Insgesamt gibt es in beiden Fillen o)
und B) im halboffenen Intervall ]c,d] eine einfache Nullstelle von y = ux(.,z12(¢)). Demnach folgt L ¢
K1 in ]e,z12(c)], dann nach (2.4) von Abschnitt 2.5.3 L ¢ K im offenen Intervall ]c,z12(c)[ und auch
im grofBeren halboffenen Intervall [c,z12(c)[. Daher ist k12(c) < z12(c), nach (4.4) r12(c) < ki2(c) < z12(c)
und somit 1) 712(c) < z12(c).

Zum Beweis der Ungleichung ii) r12(c) > z21(c) = d wird hier gezeigt, dass L™ € C;; bzw. L € C1im
abgeschlossenen Intervall [c,d] gilt, sodass dann [¢,d] im maximalen Ci-Intervall [c,712(c)[ der Form
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[c.f] (> c) liegt und demzufolge die Ungleichung z21(c) = #(c) = d < r12(c) gilt. Zunichst ist die Dif-
ferentialgleichung (L) bzw. (L") wegen d = 5(c) diskonjugiert in [c,d[ und im kleineren offenen In-
tervall Jc,d[, dann nach Satz 4.3 diskonjugiert auch in ]c,d]. Insbesondere ist nach Satz4.2 L" € C;

in ]Jc,d]. Da wegen d < z,,(c) auBerdem die Ungleichung u(.,c) >0 in Je,d] C Je, 25, (c) [ gilt, ist

insgesamt L" € C; in [¢,d] und damit die Ungleichung ii) r12(c) > d bewiesen.

Weiter ist nach (4.11) ri2(c) = z12(€) mit einem & = €12 € [c,r12(c)[. Wegen der bereits bewiesenen
Ungleichung r12(c) <zia(c) ist € # c. Aus L € C1 C Kiin [¢,r12(c)[ folgt nach (2.4) von Abschnitt 2.5.3
auch L € Kiin ]c,r12(c)]. Demnach ist & € ]e,r12(c)[ keine einfache Nullstelle von ux(.,712(c)), sondern
zweifache Nullstelle und daher r12(c) = z12(€) = z22(€). Man erhélt also die Aussage (Barrett (1969),
S. 446, Th.2.7)

(4.14) 221(¢) < 2,,(€) = n(c) = r21(c) = z21(c),
ri2(c) € 1221(¢), 2y, () [,
r12(c) = z22(€) mit einem € € Je,r12(c)[ (c eJ).
o) )

d =1(c)=z,,(c) d =1n(c)=z,(c)

2(23,(c)))

/}|(C'):233(§) ]‘71(())::77(/;:)

Abb. 4.4 Darstellung der im Fall 2) auftretenden Unterfille: o) <z(c)> = <z(z; (c))> Doppeltangente (DT),
B) <z(c)> * <z(zz*1 (c))> keine Doppeltangente der Integralkurve C

Im Fall 3) z21(c) > z,,(¢) ergeben sich analog zu Fall 2) die Beziehungen
d = n(c) =ri2(c) = z12(c) £ ri(c) £ z221(c),
d=n(c) <z21(c) = z;,(¢) < 235(¢).
und die genauere Lage von r21(c) mit der Inzidenz m1(c) € ]z12(c),z21(c)|[:
Zum Beweis der Ungleichung i) 21(¢c) < z21(c) wird Satz 3.3, a, 2) zur Nullstellenverteilung von zwei
orthogonalen Losungen angewandt: Wegen d = z12(c) = z,,(¢) <zai(c) < zaa(c) ist
u,(d,c) =0,
uz12(¢),¢) = u, (¢, z)5(c)) =0,
u, (.,¢) >0in]e,d|,
us(.,c) >0 in Je,z21(c)[ 2 Je,d].
Da d = z12(c) = z5,(¢) die kleinste Nullstelle von u7 (.,c¢) in Je,b] nJund d < z,,(c) ist, ist d nur

eine einfache Nullstelle von u; (.,c) und somit [u, (.,¢) ] # [u, (,d) ].
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Geometrisch gesehen liegt der Kurvenpunkt [y(c)] auf der Tangente <Z(d )> , wobei aber fiir die Stelle
cund d kein Doppelpunkt [y(c)] = [y(d)] vorliegt. Der Kurvenpunkt [y(c)] liegt aber auf keiner der
Tangenten <Z(x)> , X € ]e,d[, des zum offenen Intervall Je,d[ gehorigen Kurvenstiicks Cje,q;. AuBer-

dem trifft die Tangente <Z(C)> keinen der Kurvenpunkte [y(x)], x € ]c,z, (c)[ , aber den Kurvenpunkt
[y(z21(c))].
Fiir die Losungen

z:= u;("Zl; (C)) b

v =uz(.,c)
gilt dann z(c) = 0 und nach (2.25)

z1ly.
Weiter ist

y(c) =0 # y(d) und

y>0in Je,d].
Es werden jetzt die beiden Unterfille

o) [z]=[uy ()],

P) [z] # [u, (o)]
unterschieden. Der Kurvenpunkt [y(z21(c))] stimmt im Fall o) mit dem Kurvenpunkt [y(c)] iiberein
und ist im Fall B) von [y(c)] verschieden. Eine grafische Darstellung der beiden Unterfille wird mit
der Integralkurve C in der nachfolgenden Abbildung 4.5 gegeben. Im Fall a) ist die einfache Null-
stelle d von u, (.,c) auch eine einfache Nullstelle von z. Im Fall ) kann mit Satz 3.3, a, 2) auf eine

einfache Nullstelle von z im offenen Intervall ]c,d[ geschlossen werden. Insgesamt gibt es in beiden
Fillen o) und B) im halboffenen Intervall ]c,d] eine einfache Nullstelle von z = u, (., z/,(¢)) . Demnach

folgt L™ ¢ K, in ]c,2,(c) ], dann nach Abschnitt 2.5.3 L™ ¢ K, bzw. L ¢ Ku im offenen Intervall

Je,z5(¢) [ und L ¢ Ku auch im gréBeren halboffenen Intervall [c,z,,(c)[ . Daher ist k21(c) < z,,(c)
= 221(c), nach (4.4) r1(c) < ka(c) < z21(c) und somit 1) 721(c) < z21(c).

Zum Beweis der Ungleichung i1) 721(c) > z12(c) = d wird hier gezeigt, dass L € Cyim abgeschlossenen
Intervall [c,d] gilt, sodass dann [¢,d] im maximalen Cp-Intervall [c,721(c)[ der Form [c,f[ (¢ > c) liegt
und demzufolge die Ungleichung z12(¢c) = n(c) = d < r21(c) gilt. Zunéchst ist die Differentialgleichung
(L) wegen d = n(c) diskonjugiert in [c,d[ und im kleineren offenen Intervall ]c,d[, dann nach Satz 4.3
diskonjugiert auch in ]c,d]. Insbesondere ist nach Satz 4.2 L € Cy in ]c,d]. Da wegen d < z21(c) au-
Berdem die Ungleichung ux(.,c) > 0 in ]c,z21(c)[ 2 Je,d] gilt, ist insgesamt L € Ci in [c,d] und damit
die Ungleichung ii) 721(c) > d bewiesen.

Weiter ist nach (4.11) r1(c) = z21(€) = 2,,(§) mit einem & =& € [c,r21(c)[. Wegen der bereits be-
wiesenen Ungleichung r21(c) < z21(c) ist € # ¢. Aus L € Cu[c,r21(c)[ bzw. L™ € C € K| in [e,21(c)[
folgt nach (2.4) von Abschnitt 2.5.3 auch L™ € K| in ]c,721(c)]. Demnach ist & € Je,r21(c)[ keine
einfache Nullstelle von u; (.,7,(c)) , sondern zweifache Nullstelle und daher r21(c) = z5,(§) = z5,(&)
. Man erhiélt also die Aussage (Barrett (1969), S. 446, Th.2.8)
(4.15) 21(c) > z,,(c) = n(c) =riz(c) = z12(c),

ra1(c) = 775(0) € 12,,(¢) za(e)l,

m1(c) = 25,(&) mit einem & € ], 7;5(C) [ (c e J).
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a) B)

d= z](lc) =2z,,(c)
DP [y(c)] = [y(Zzl(C))] [y(z,,(c)

Abb. 4.5 Darstellung der im Fall 3) auftretenden Unterfalle: o) [y(c)] = [y(zﬂ(c))} Doppelpunkt (DP),
B) [y(o)] # [y(zﬂ(c))] kein Doppelpunkt der Integralkurve C

Aus den Ergebnissen (4.14) und (4.15) in der Beschreibung der Félle 2) und 3) bei der Lage der
minimalen Nullstellen z21(c) und z,,(c) ergibt sich aus 721(c) = r12(c), dass die Fille 2) und 3) nicht

vorliegen konnen und somit der Fall 1) z21(c) = z12(c) folgt. Es gilt also

(4.16) ri(c) =ria(c) & z21(c) =z12(c) (c elJ).
4.6.3 Eigenschaften der Funktionen n und n-

Es werden nun Eigenschaften der durch die ersten rechten konjugierten Punkte gegebenen Funktion
n und der durch die ersten linken konjugierten Punkte gegebenen Funktion #- hergeleitet. Mit dem
Endlichkeitsbereich (eigentlichen Definitionsbereich, englisch: domain)

E:=domy#y:={x e J:nkx) <o}
der numerischen Funktion #(.) : J— J U {+oo} der ersten rechten konjugierten Punkte wird die auf
E eingeschrinkte reellwertige Funktion

n:xe E-nkx)ed
betrachtet. Weiter sei

W=imn =nE)={nkx):x e E}
das Bild (der Wertebereich, englisch: image) von 7.
Analog sei der Endlichkeitsbereich

E ={xeJ:n(x)>-o}
der Funktion #-(.) : J — J U {-0} und der Wertebereich

W= n(E)= {n(x) : x € E-}
der zugehorigen auf E_ eingeschrankten reellwertigen Funktion

n-:xeE_pHnx)ed
definiert.
Es ist £ die Menge aller ¢ € J, fiir welche im Intervall [c,b] N J die Nichtdiskonjugiertheit von (L)
vorliegt. Weiter ist £- die Menge aller ¢ € J, fiir welche im Intervall [a,c] N J die Nichtdiskonjugiert-
heit vorliegt. Die Differentialgleichung (L) ist genau dann in ganz J diskonjugiert, wenn fiir jedes
¢ € Jund jedes ¢ € Jmit ¢ > ¢ die Differentialgleichung in [c,f] diskonjugiert ist, also N+(c) = @, 5(c)
= oo gilt und insgesamt £ = () und W = () ist. Analog ist (L) genau dann in J diskonjugiert, wenn E_
=@ und W_= Q:

(L) diskonjugiertinJ < E=Q

s E =0,

Fiir die weiteren Betrachtungen sei jetzt also (L) in J nichtdiskonjugiert und somit E + O, W+ (), E-
#+ @, W_+ (. Es werden nachfolgend einige wichtige Eigenschaften dieser reellwertigen Funktionen
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n und 7-bewiesen. Die bei Coppel (1971), S. 100-102, Th.6, L.13, Th.7, angegebenen Beweise fiir
die entsprechenden Aussagen bei der Differentialgleichung n-ter Ordnung liefern hier bei n = 3 eine
vereinfachte Darstellung.

(4.17) Eigenschaften der Funktion 7
Es sei die Differentialgleichung (L) nichtdiskonjugiert in J. Die Funktion
n:xe E-nkx)ed
ist dann
streng monoton steigend,
stetig und besitzt
n- als Umkehrfunktion.
Im Fall b ¢ J ist der Definitionsbereich
E=Jn[ap|
ein rechtsoffenes Intervall mit rechtem Randpunkt § = sup E, linkem Randpunkt a und
a<p<bh.
Im Fall b € Jist
E=Jnap]
ein rechtsabgeschlossenes Intervall mit rechtem Randpunkt f =#-(b) € J, linkem Rand-
punkt ¢ und
a<p<b.

(4.18) Eigenschaften der Funktion 7
Es sei die Differentialgleichung (L) nichtdiskonjugiert in J. Die Funktion
n-:xeE.-bnix)ed

ist dann
streng monoton steigend,
stetig und besitzt
n als Umkehrfunktion.
Im Fall a ¢ J ist der Definitionsbereich
E_=JnN]ab|
ein linksoffenes Intervall mit linkem Randpunkt a = inf E_, rechtem Randpunkt 5 und
a<a<b.
Im Fall a € Jist
E_=Jn[ab]
ein linksabgeschlossenes Intervall mit linkem Randpunkt o = #(a) € J, rechtem Randpunkt
und
a<a<hbh.
(4.19) Eigenschaften der Definitionsbereiche £ und E-
E=n-(E-),
E- = n(E).
Beweis: Es sei (L) in J nichtdiskonjugiert, somit £ + (), E_ # () und
fi=sup E>-o,

o :=inf E_ <+ o0,
Wegen E, E_ C J C [a,b] ist noch S, a € [a,b].

1) E ist ein Intervall mit linkem Endpunkt ¢ und £_ist ein Intervall mit rechtem Endpunkt
Firc € E, ¢’ € Jmit ¢ “ < ¢ gilt die Inklusion N+(c ‘) 2 N+(c), die Ungleichung
n(c’) =1inf Ni(c‘) < inf Ni(c) =#5(c) <oo
und die Inzidenz ¢‘ € E.
Firc e E_, c¢“ € Jmit ¢ > ¢ gilt analog N_(¢*) 2 N-(c),
n-(c™) =sup N-(c*) 2 sup N-(c) = n-(c) > - 0
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und c“ € E_.
Damit ist mit ¢ € £ auch
[a,c]NJCE,
wobei a € E genau dann gilt, wenn a € J ist.
Weiter ist mit ¢ € E_ auch
[e,b]"JCE.,
wobei b € E_ genau dann gilt, wenn b € J ist.
Nachgewiesen ist damit insbesondere auch die Intervalleigenschaft!! der Mengen E, E- C J und dass
a der linke Endpunkt (Randpunkt) von £ und b der rechte Endpunkt von E_ ist. Die genaue Intervall-
form mit der Angabe auch des anderen Endpunktes wird in den Beweisteilen 8) und 9) bewiesen.

2) Monotonie von # und 7-

Nach Beweisteil 1) folgt insbesondere fiir ¢, ¢ € E mit ¢ < ¢ die Ungleichung #(c ) < (c), sodass
die Funktion # (schwach) monoton steigend ist.

Weiter folgt fiir ¢, ¢ € E- mit ¢ <c¢* die Ungleichung n-(c) <#n-(c*), sodass die Funktion 7-
(schwach) monoton steigend ist.

3) Strenge Monotonie von 7 und 7-

a) Fiir c1, c2 € E mit ¢1 < ¢ gilt wegen der Monotonie von # fiir die Funktionswerte die Ungleichung
n(c1) £n(c2). Zum Nachweis der strengen Monotonie von 7 ist aus der Gleichheit #(c1) = #(c2) der
Funktionswerte auch die Gleichheit ¢1 = ¢> der Argumente zu folgern. Zunichst folgt aus

n(cr) =n(c) =:d
wegen der Monotonie von 7

nx)y=d VY x € [c1,c2].
Fiir jedes x € [c1,c2] ist nach (4.7) die Stelle d = n(x) = z+(x) die kleinste Nullstelle 7 (z > x) von u2(.,x)
oder die kleinste Nullstelle 7 (¢ > x) von u, (.,x) . Demzufolge ist

u, (x,d) =ux(dx) =0 oder

wx,d) =u,(d,x) =0,
also x eine Nullstelle von u, (.,d) oder von ux(.,d). Da die Nullstellen der nichttrivialen Losungen
u, (.,d) und uz(.,d) im abgeschlossenen und beschrinkten Intervall [c1,c2] keinen Héufungspunkt be-

sitzen (siehe FuBnote in Abschnitt 4.5 zur Anmerkung bei Satz 4.9), kann das Intervall [c1,c2] keinen
Haufungspunkt aufweisen. Es ist somit [c1,c2] ein sog. ausgeartetes Intervall, das nur aus einem Punkt
besteht: c1 = ¢2. Damit ist die Funktion # streng monoton steigend.

b) Fiir di, d> € E-mitd; < d> gilt wegen der Monotonie von #-fiir die Funktionswerte die Ungleichung
n-(d1) £ n-(d2). Zum Nachweis der strengen Monotonie von #- ist aus #-(d1) = 7-(d2) auch d1 = d> zu
folgern. Zunéchst folgt aus

n-(d) =n(d2)=: ¢
wegen der Monotonie von 77—
n-(x)=c VY x € [di,d2].
Fiir jedes x € [d1,d>] ist nach (4.7) die Stelle ¢ = #-(x) = z_(x) die groBte Nullstelle # (¢ < x) von u2(.,x)
oder die grofite Nullstelle 7 (# < x) von u, (.,x) . Demzufolge ist
u, (x,c) =uxc,x) =0 oder
ur(x,c)  =uy(c,x) =0,
also x eine Nullstelle von u; (.,c) oder von ux(.,c). Da die Nullstellen der nichttrivialen Losungen

u, (.,¢) und ua(.,c) im abgeschlossenen und beschrinkten Intervall [d1,d>] keinen Haufungspunkt be-

Eine Teilmenge / von R ist ein Intervall genau dann, wenn mit Punkten x, y €  auch deren Verbindungsstrecke [x,y]
= {t € [ : x £t <y} (Zusammenhangseigenschaft beziiglich der totalen Ordnung < von R) in / liegt. Literatur:
Lexikon der Mathematik, Bd. 3 (2001), S. 19.
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sitzen (siche Fullnote in Abschnitt 4.5), kann das Intervall [d1,d>] keinen Haufungspunkt aufweisen.
Es ist somit [d1,d>] ein sog. ausgeartetes Intervall, das nur aus einem Punkt besteht: di = d». Damit ist
n- streng monoton steigend.

4) - ist die Umkehrfunktion von 7
Es sei d € W=n(E) beliebig gewdhlt. Wegen der Injektivitit der streng momotonen Funktion # gibt
es genau ein Urbild ¢ € £ mit dem Bild d = 5(c). Nach (4.7) d = n(c) = z+(c) = min N+(c) ist (L)
nichtdiskonjugiert in [¢,d]. Demnach gilt auch ¢ € N_(d),

s =n-(d)=sup N(d) 2 c,
n-(d)>-ound d € E_. Damit ist schon #(F) C E_gezeigt. Neben der eben begriindeten Ungleichung
s > ¢ soll jetzt auch noch s < ¢ und damit insgesamt #-(d) = s = ¢ gezeigt werden.
Nach (4.7) ist s = n(d) = z_(d) = max N_(d) die grofite Nullstelle ¢ (¢ < d) von ux(.,d) oder die grofite
Nullstelle 7 (£ < d) von u; (.,d) . Daher ist (L) nichtdiskonjugiert in [s,d], d € N+(s) und

n(s) = inf N+(s) < d = n(c).
Wegen der strengen Monotonie von # folgt s < ¢ und dann insgesamt #—(d) =s = ¢ mit dem c, fiir
welches #(c) = d ist. Damit ist #—auf W =n(E) die Umkehrfunktion von #: #(n(c))=cV c € E.

5) n ist die Umkehrfunktion von 7-
Es sei ¢ € W_- =n-(E-) beliebig gewidhlt. Wegen der Injektivitit der streng monotonen Funktion 7-
gibt es genau ein Urbild d € E-mit dem #—-Bild ¢ = #_(d). Nach (4.7) ¢ = n(d) = z_(d) = max N_(d)
ist (L) nichtdiskonjugiert in [c,d]. Demnach gilt auch d € N+(c),

s :=n(c)=inf Ni(c) < d,
n(c) <o und ¢ € E. Damit ist schon #_(E-) C E gezeigt. Neben der eben begriindeten Ungleichung
s < d soll jetzt auch noch s > d und damit insgesamt 7(c) = s = d gezeigt werden.
Nach (4.7) ist s = (c) = z+(c) = min N+(c) die kleinste Nullstelle # (¢ > ¢) von ux(.,c) oder die kleinste
Nullstelle 7 (¢ > ¢) von u, (.,c) . Daher ist (L) nichtdiskonjugiert in [c,s], ¢ € N-(s) und

n-(s) = max N_(s) > ¢ = n(d).
Wegen der strengen Monotonie von #- folgt s > d und dann insgesamt 7(c) =s = d mit dem c, fiir
welches #.(d) = c ist. Damit ist # auf W_ = n_(E-) die Umkehrfunktion von #_: #(n(d))=dV d € E_.

6) Fiir die Definitionsbereiche und Wertebereiche gilt £ = #(E) und E = n_(E-)
a) E- D n(E) und E C y(E-): Da n—auf W = 5n(E) die Umkehrfunktion von # ist, gilt fiir jedes ¢ € £
mit d :=5(c) € n(E) zunichst
n(d)y=n(n(c)=ceEcJ.
Damit ist #-(d) > - oo und #(c) = d € E-, womit schon
n(E) C E-
gezeigt ist. Wegen dem bereits gezeigten d € E_ ist weiter ¢ = (d) € n-(E-) und damit
EcCn(E).
b) E- C y(E)und E D n-(E-): Danauf W_- = 5_(E-) die Umkehrfunktion von #-ist, gilt fiir jedes d € E-
mit ¢ := n-(d) € y-(E-) zunéchst
n(e)=nn(d)=deE CJ.
Damit ist #(c) <o, ¢ € Eund d = 5(c) € y(E), womit schon
E-C n(E)
gezeigt ist. Wegen dem bereits gezeigten #(c) < oo ist weiter #—(d) = ¢ € E und damit
n-(E-) CE.
¢) Aus den Inklusionen a) und b) erhiilt man dann die Ubereinstimmungen £-= #(E) und E = 5-(E.).

7) Stetigkeit von 7 und 77—
Nach den Beweisteilen 3) und 1) ist die Funktion # definiert und streng monoton auf dem Intervall E.
Nach 6) und 4) besitzt 5 auf dem #-Bild 5(E) = E_ die Umkehrfunktion 7' = 5. Nach dem unten noch
folgenden Hilfssatz 4.5 (Satz von der Stetigkeit der Umkehrfunktion) ist somit die Umkehrfunktion
7' = n_von 5 stetig auf E_.
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Analog ist die Funktion #- definiert und streng monoton auf dem Intervall £_. Auf dem n_-Bild #-(E.)
= E besitzt sie die Umkehrfunktion 7' = 5. Nach Hilfssatz 4.5 ist somit die Umkehrfunktion ' =5
von 77— stetig auf E.

8) Die genaue Intervallform von £
Da die Differentialgleichung (L) als nichtdiskonjugiert in J vorausgesetzt ist, gilt () # E C J. Fiir
p:=supE
gilt daher > - o und f§ € [a,b]. Aufgrund der Definition von £ als Supremum von £ gibt es zu jedem
c'eJmitc‘<feinc e Emitc’<c<p. Nach Beweisteil 1) istdann auch ¢ € Eund [a,c ] NJCE.
Daher gilt die Inklusion
[afl "JCE.
Fiir jedes ¢ € Jmit ¢ > = sup E ist ¢ ¢ E. Damit ist
18] NE=0.
Fiir die Untersuchung, ob f ¢ E oder f € E gilt, werden die beiden Fille
i) be
iybeJ
unterschieden. Zunéchst ist zu beachten, dass bei Vorliegen von S € E zundchst f = max E und wegen
der Monotonie von 5 (Beweisteil 2) auch #(f) = max n(E) = max E_ ist (Beweisteil 6). Da nach Be-
weisteil 1) das Intervall £_ den rechten Randpunkt b besitzt, folgt notwendig b = n(f) € E-C J, also
b eJ.

Im Fall i) b ¢ J ist demzufolge f ¢ E und

E=[ap]NJ.
Der Definitionsbereich E von 7 ist ein rechtsoffenes Intervall mit rechtem Randpunkt £ und linkem
Randpunkt a.
Dabei konnen hier die beiden Unterfille f = b und S < b eintreten: Im Unterfall = b gilt fiir jedes
¢ € J die Inzidenz ¢ € E bzw. die Relation N:(c) # (), sodass in jedem Teilintervall [¢,b[ (¢ € J) die
Nichtdiskonjugiertheit von (L) vorliegt. Im Unterfall 8 < b liegt wegen S ¢ E und N+(8) = () die Dis-
konjugiertheit im Teilintervall [f,b[ vor.
Der Fall # = a kann nicht eintreten, da dann E = [a.f[ N J = () wiire, im Widerspruch zur Vorausset-
zung, dass (L) in J nichtdiskonjugiert ist. Insgesamt ergeben sich im Fall 1) fiir § die Ungleichungen
a<p<b.
Im Fall ii) b € J ist nach obiger Voriiberlegung die Lage f € E zunichst nicht ausgeschlossen und
es kann tatséchlich f € FE gezeigt werden: Wegen der Nichtdiskonjugiertheit von (L) inJ ist im Fall 1i)
N_(b) # @, also b € E_und

d:=n(b) e J.
Nach dem Zusatz zu Satz 2.4 ist (L) diskonjugiert in [b-0,b] flir ein 0 > 0, nach (4.7) ist (L) nichtdis-
konjugiert in [d,b], somit d < b-0 < b und

d<b.
Nach der Definition von #(b) ist (L) diskonjugiert in ]d,b]. Damit ist fiir jedes ¢ € J mit ¢ > d die
Differentialgleichung (L) diskonjugiert in [¢,b] C ]d,b], also Ni(c) = @, n(c) = o und ¢ ¢ E. Hinsicht-
lich der Lage von E gilt also

1d,b] N E = Q.
Da nach Beweisteil 5) # die Umkehrfunktion von #- auf #-(E") ist, gilt n(d) =n(n-(b)) =b € J und
d € E. Nach Beweisteil 1) ist dann

[a,d| "JCE.
Insgesamt ist daher im Fall ii)

E=ladlnJ=[ap]lNnJ
mit f=sup E=max E =d € E, also § € E. Der Definitionsbereich £ von 7 ist ein rechtsabgeschlos-
senes Intervall mit rechtem Randpunkt f = #-(b) und linkem Randpunkt a.
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Der Fall f = a kann hier wegen f =d = n-(b) € J nur im Fall a € J eintreten. Es sind dann £ = {a}
und E_ =5(E) = {b} (n(a) = n(f) = n(n-(b)) = b) ausgeartete Intervalle, die je aus nur einem Punkt
bestehen. Beispiele fiir diesen Spezialfall sind mittels der Integralkurve C in der Abbildung 3.7 an-
gegeben. Insgesamt ergeben sich im Fall 11) fiir f = d = () die Ungleichungen a < S <b.

9) Die genaue Intervallform von £
Da (L) als nichtdiskonjugiert in J vorausgesetzt ist, ist () # E_ C J. Fiir

o :=inf E_
gilt damit a <+ cound « € [a,b]. Aufgrund der Definition von « als Infimum von E_ gibt es zu jedem
c“eJmitc“> a einc € E_mit o < ¢ < ¢“. Nach Beweisteil 1) istdannauchc¢”“ € E_und [c¢“,b] N J
C E_. Daher gilt die Inklusion

la,b] N"J C E-.
Fiir jedes ¢ € Jmit ¢ < o =1inf E_ist ¢ ¢ E_. Damit ist

[a,0f N E = .
Fiir die Untersuchung, ob a ¢ E- oder o € E_ gilt, werden die beiden Félle

i) agJ

i) a el
unterschieden. Zunéchst ist zu beachten, dass bei Vorliegen von o € E_ zundchst @ = min E£_und
wegen der Monotonie von 7 (Beweisteil 2) auch #-(a) = min #-(E-) = min E ist (Beweisteil 6). Da
nach Beweisteil 1) das Intervall £ den linken Randpunkt a besitzt, folgt notwendig a = (@) € E C J,
alsoa € J.

Im Fall i) a ¢ J ist demzufolge a ¢ E_ und

E_=]lablNJ.
Der Definitionsbereich E- von - ist ein linksoffenes Intervall mit linkem Randpunkt o und rechtem
Randpunkt b.
Dabei konnen hier die beiden Unterfélle @ = a und o > a eintreten: Im Unterfall a = a gilt fiir jedes
c € Jdie Inzidenz ¢ € E_, sodass in jedem Teilintervall Ja,c] (¢ € J) die Nichtdiskonjugiertheit von
(L) vorliegt. Im Unterfall « > a liegt wegen « ¢ E- und N-(«) = () die Diskonjugiertheit im Teilin-
tervall ]a,a] vor.
Der Fall o = b kann nicht eintreten, da dann E_ = ]a,b] N J = () wiire, im Widerspruch zur Voraus-
setzung, dass (L) in J nichtdiskonjugiert ist. Insgesamt ergeben sich im Fall 1) fiir o die Ungleichun-
gena< a<b.

Im Fall ii) a € J ist nach obiger Voriiberlegung die Lage o € E- zunéchst nicht ausgeschlossen und
es kann tatsdchlich o € E- gezeigt werden: Wegen der Nichtdiskonjugiertheit von (L) in J ist im
Fall ii) N:(a) £ @, also a € E und

d:=mn(a) e J.
Nach dem Zusatz zu Satz 2.4 ist (L) diskonjugiert in [a,a+d] flr ein 6 > 0, nach (4.7) ist (L) nichtdis-
konjugiert in [a,d], somit a < a+d < d und

a<d.
Nach der Definition von #(a) ist (L) diskonjugiert in [a,d[. Damit ist fiir jedes ¢ € J mit ¢ <d die
Differentialgleichung (L) diskonjugiert in [a,c] C [a.,d][, also N-(¢) =, n-(c) = - und ¢ ¢ E_. Hin-
sichtlich der Lage von E_ gilt also

[a,d] N E-= Q.
Da nach Beweisteil 5) #- die Umkehrfunktion von # auf »(E) ist, gilt n-(d) = n-(y(a)) =a € J und
d € E_. Nach Beweisteil 1) ist dann

[db]NJCE-.
Insgesamt ist daher im Fall i1)

E_=[dblnJ=[ab]lNJ
mit ¢ =inf E.=min E_=d € E_, also a € E_. Der Definitionsbereich £_ von #-ist ein linksabge-
schlossenes Intervall mit linkem Randpunkt a = #(a) und rechtem Randpunkt b.



4.6 Analytischer Beweis der geometrischen Charakterisierung der Klasse Ki U Ki 137

Der Fall a = b kann hier wegen o =d = n(a) € J nur im Fall b € J eintreten. Es sind dann E_ = {b}
und E = n(E-) = {a} (n-(b) = n-(a) = n-(n(a)) = a) ausgeartete Intervalle, die je aus nur einem Punkt
bestehen. Beispiele fiir diesen Spezialfall sind mittels der Integralkurve C in Abbildung 3.7 angege-
ben. Insgesamt ergeben sich im Fall ii) fiir o = d = 5(a) die Ungleichungen a < a < b. O

Der nachfolgende Hilfssatz wird im vorhergehenden Beweis in Teil 7) verwendet.

Hilfssatz 4.5 Satz von der Stetigkeit der Umkehrfunktion zu einer streng monotonen Funktion
auf einem Intervall
Es sei / C R ein Intervall und die Funktion
f:I—R
streng monoton steigend. Die auf dem f~-Bild /° = f{]) von f definierte Umkehrfunktion
flr—iI
ist dann streng monoton steigend und stetig.

Beweis des Hilfssatzes:'? Anzumerken ist, dass hier fiir die Funktion fnicht die Stetigkeit vorausge-
setzt wird. Es gibt ndmlich Beispiele, bei denen f streng monoton steigend und stetig ist, aber die
Umkehrfunktion /! nicht stetig ist: Die streng monoton steigende Funktion f kann Sprungstellen
xo € I aufweisen, bei denen flir f ein unzusammenhingender Definitionsbereich / (und somit kein
Intervall), aber bei yo = f(x0) ein zusammenhéngender Wertebereich ‘= () vorliegt. Dies liefert fiir
die Umkehrfunktion #~! bei yo einen zusammenhingenden Definitionsbereich /‘ und bei xo = £ (o)
einen unzusammenhingenden Wertebereich 7 = (1), also eine Unstetigkeitsstelle. Ein derartiges
Beispiel findet man bei Deiser (2013), S. 194. Dies fiihrt zu der Voraussetzung, dass der Definitions-
bereich von fein Intervall ist.

Der Beweis der Stetigkeit der Umkehrfunktion 7! erfolgt mit der Epsilon-Delta-Charakterisierung
der Stetigkeit. Zundchst folgt aus der strengen Monotonie von f die Injektivitit von fund damit die
Existenz der Umkehrfunktion ! : 7* — I'mit f!(f(x)) = x fiiralle x € 1.

Strenge Monotonie von f~': Zu beliebigen y1, y» € I = f{I) mit y; < y» gibt es x1, x> € I mit

Sx1) =y1 <y2=flxa).
Da f'monoton steigend ist, wiirde aus der Ungleichung x1 > x> die Ungleichung y1 = f(x1) > fix2) =2
folgen, im Widerspruch zur Voraussetzung iiber y1, y2. Wegen der Trichotomie der Ordnung > der
reellen Zahlen folgt daher

flo)=x1<x2=1"0n),

Demnach ist /! streng monoton steigend.

Stetigkeit von f/~': Fiir ein beliebiges

yo=fxo) e fF(D)=1"
und das zugehorige f~Urbild xo € 7 von yo werden die drei Félle unterschieden:

1) xo ist innerer Punkt von /,

i1) xo ist der linke Randpunkt von I: xo = inf 7,

1i1) xo ist der rechte Randpunkt von /: xo = sup 1.
Neben dem linken und dem rechten Randpunkt von 7 kann kein weiterer Randpunkt xo von / mit x,
x2 € I'und x1 <xo < x; auftreten, da wegen der Intervalleigenschaft dann [x1,x2] C 7, xo innerer Punkt
und somit xo kein Randpunkt von / wire.

Im Fall 1) gibt es zum inneren Punkt xo von / ein € > 0, sodass auch die Umgebung [xo - £,x0 + &] von
xo in I liegt. Fiir den Nachweis der Stetigkeit von £ ' kann dann auch ein beliebig kleineres & > 0

12 Den Beweis fiir den Satz von der Stetigkeit der Umkehrfunktion und ein motivierendes Beispiel findet man bei
Deiser (2013), S. 193f. Mit der Stetigkeit von fals zusatzlicher Voraussetzung wird der Satz bewiesen bei Erwe
(1967), Bd. 1, S. 117, Satz 11, Grauert, Lieb (1967), Bd. I, S. 107, Satz 6.3, Hildebrandt (2006), Bd. 1, S. 147, 153,
Kohler (2006), S. 125, Satz 10.11.
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gewdhlt werden. Zu den Punkten x1 :=Xx¢ - €, x2 :=x0 + ¢ € [ und den zugehorigen Funktionswerten

y1 = f(x1), y2 .= fixz) € I*wéhlt man 0 := min {)o - y1,)2 - yo}. Damit gelten die Ungleichungen
Vi<yo-0<yo+d<y

und fiir beliebiges y € Jyo - 5,90 + J[ zunichst y; <y < y» und wegen der strengen Monotonie von f!

die Ungleichungen

xo-e=x1=f"0)<f0)<f'02)=x2=x+te
also f'(y) € Jxo - £,x0 + &[. Daher ist ! in yy stetig. Aus der Intervalleigenschaft des f~!-Bilds 1
= £~1(I*) und der strengen Monotonie von /! folgt somit die Stetigkeit von 7! in xo.

Im Fall ii) wird noch vorausgesetzt, dass / kein ausgeartetes Intervall ist, also 7 # {xo} ist. Fiir ein
ausgeartetes Intervall /, das nur aus einem Punkt besteht, ist der Satz trivialerweise giiltig. Da [ ein
nichtausgeartetes (echtes) Intervall ist, das mindestens zwei Punkte enthilt, und xo der linke Rand-

punkt von 7 ist, gibt es ein € > 0, sodass x2 :==xo + ¢ € [ und dann auch [xo,x2] C 7 gilt: Hier wird

verwendet, dass der Definitionsbereich / von f'ein Intervall und damit beziiglich der totalen Ordnung
< zusammenhéngend ist (Intervalleigenschaft). Mit den Punkten xo, x2 := xo + ¢ € I liegt somit auch
das abgeschlossene Intervall [xo,xo + €] in 1. Fiir den Nachweis der Stetigkeit von /! gilt dies dann
auch noch fiir jedes beliebig kleinere & > 0. Wegen xo = min / und der Monotonie von f'ist

0 =flxo) =min f (/) =min [".
Mit y2 = f{x2) = fixo + €) € I°und 9 := y» - yo gilt fiir jedes y € ‘' mity € Jyo - d,y0 + d[ zundchst y > yo
und dann noch

Y<y<yot+o=y.
Wegen der strengen Monotonie von ! folgen die Ungleichungen

x0=f"'00) <) <0 =x2=x0+e,

also f'(y) € [xo.x0 + &[ C Jxo - £,x0 + &[. Daher ist £ ! stetig in yo.
Der Fall iii) lasst sich analog zu i1) beweisen. O

Die Differenzierbarkeit der Funktion 7
Zur Untersuchung der Differenzierbarkeit der Funktion # wird ihr Definitionsbereich £ in Teilmen-
gen zerlegt. Fiir die durch

H(x) = ua(n(x),%),

H'(x) = u, (n(x),x)
in E definierten und (als Zusammensetzung von stetigen Funktionen wieder) stetigen Funktionen H
und A" gilt nach der Minimalititseigenschaft (4.7) von 7(x)

H>0, H >0, HH =0 inkE.
Der Definitionsbereich £ von # lisst sich damit disjunkt zerlegen in

E=4UD
mit
A ={x e E:(Hx)H(x)=0)Hx)+ H(x)>0}
= {x €E : Fir {x,n(x)} gilt nicht (3.8)}
und

D={xeE:Hx)=0=H'(x)}
= {x €E : Fir {x,n(x)} gilt (3.8) u2(n(x),x) = u2(x,n(x)) = 0}
= {x €E:n(x) = z21(x) = 2,1 (¥) }.

Die Menge 4 der x € E, fiir die #(x) entweder nur Nullstelle von u(.,x) oder nur Nullstelle von
u, (.,x) ist, lasst sich weiter disjunkt zerlegen in

A =A1U A
mit
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Al ={xeE:H(Xx)>0=H(x)}={xe E:H'(x)>0}
= {x €E 1 n(x) =z21(x) < 23, (%) },
Ay ={x e E:H(x)>0=H'(x)} = {x € E: Hx) >0}
= {x €E : n(x) = z,,(x) <z1(x)}.
Dabei enthilt 4; alle x € E, fiir die #(x) nur Nullstelle von u2(.,x) und nicht Nullstelle von u; (., x) ist,
bzw. (nach (4.7)) alle x € E mit
7(x) = 221(x) < 23, (x).
Die Menge 4> enthilt alle x € E, fiir die #(x) nur Nullstelle von u, (.,x) und nicht Nullstelle von
uo(.,x) ist, bzw. alle x € E mit
n(x) = 25,(¢) <z2(x).
Geometrisch gesehen enthélt die Menge A die Kurvenparameter x, fiir welche der Kurvenpunkt
[y(5(x))] auf der Tangente <Z(x)> liegt, aber der Kurvenpunkt [y(x)] nicht auf der Tangente <Z(17(x))>
liegt. Die Menge 4> enthilt die Kurvenparameter x, fiir welche der Kurvenpunkt [y(x)] auf der Tan-
gente <Z(77(x))> liegt, aber der Kurvenpunkt [y(#(x))] nicht auf der Tangente <Z(x)> liegt. Die Menge
A enthélt die Kurvenparameter x, fiir welche entweder nur der Kurvenpunkt [y(7(x))] auf der Tangente
<Z(x)> liegt oder nur der Kurvenpunkt [y(x)] auf der Tangente <Z(77(x))> , aber nicht beides eintritt.

Fiir das Kurvenparameterpaar {x,7(x)} liegt also nicht die Eigenschaft (3.8) fiir das Auftreten eines
Doppelpunkts oder einer Doppeltangente der Integralkurve C vor (Begriindung in Abschnitt 3.1.7).

Die Menge D der x € E, fiir die #(x) sowohl Nullstelle von u2(.,x) als auch Nullstelle von u, (., x) ist,
also der x € E mit
7)) = z21(x) = 2, (%),
lasst sich weiter disjunkt zerlegen in
D=DUD>U D;
mit
Dy = {x € E: Fir {x,;n(x)} gilt (3.10): [u, (,x) ] = [u; (.,n(x)) ], [u2(.,x)] # [u2(.,n(x))]}
= {x € E: ua((x),x) = u2(x,7(x)) = ur(x,(x)) = 0 # wy (x,n(x)) },
Dy = {x € E: Fir {x,n(x)} gilt (3.11): [u2(.,x)] = [2(.,5n(X))], [u; (., x)] # [u; (,n(x))] }
= {x € E:ua(n(x),x) = u2(x,n(x)) = ;" (x,1(x)) =0 # ui(x,n(x)},
D3 = {x e E:Fir {x;n(x)} gilt (3.9): [u; (,x)] = [u; (,n(x)], [u2(..x)] = [u2(.n(x))]}
= {x € E: ua(n(x),x) = u2x,n(x)) = 0= u/ (x,1(x)) = u1(x,7(x)}.
Beix € D liegt fiir {x,n(x)} die Eigenschaft (3.8) vor, also ein Doppelpunkt oder eine Doppeltangente
der Integralkurve C. Dabei enthilt die Menge D alle x € E, fiir welche die Stellen x und #(x) auf C
einen Doppelpunkt und keine Doppeltangente liefern, die Menge D; alle x € E, fiir welche die Stellen
x und #7(x) auf C eine Doppeltangente und keinen Doppelpunkt liefern, und die Menge Ds alle x € E,
fiir welche die Stellen x und #(x) auf C sowohl einen Doppelpunkt als auch eine Doppeltangente

liefern. In der Abbildung 4.6 werden die hier beschriebenen verschiedenen Punkte x von £ als Kur-
venparameter der Integralkurve C dargestellt.
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)

_ : (z() = (2(n(x))
[y(0)]=[y(n(x))] e D, (2(0) = (2((x))) [y(x)] [y(n(x))]
[y(0)] =[yn(x))]

Abb. 4.6 Veranschaulichung der verschiedenen Punkte x der Menge E = A1 U A2 U Dy U D, U Ds als Kurvenparame-
ter der Integralkurve C

Wegen der Stetigkeit der Funktionen H(x), H'(x),
G(x) = ui(x,n(x)),
G'(x):= u) (x,n(x))
(man beachte hier die umgekehrte Reihenfolge von x und #(x) als bei H(x), H'(x)) in E folgt, dass
die Teilmengen
Ar={H" >0},
Ar={H> 0},
A={H+H >0}
jeweils offen in £ und die Teilmengen
D={H=0=H"},
D;={H=0=H",G=0=G"}
jeweils abgeschlossen in E (beziiglich der Spurtopologie oder Relativtopologie des Intervalls £
C R) sind. Fiir die Teilmengen
Di={H=H=G=0+G"},
D,={H=H=G =0+ G}
kann keine Aussage hinsichtlich offen bzw. abgeschlossen in E getroffen werden.

Der folgende Hilfssatz 4.6 {iber das Vorzeichen der Funktionswerte u1(7(x),x), u1(x,7(x)), u, (n(x),x),
u, (x,n(x)) wird mittels Hilfssatz 4.4 bewiesen. Er wird dann bei der Anwendung des Satzes {iber

implizite Funktionen zur Untersuchung der Differenzierbarkeit von 5 verwendet. Eine {ibersichtliche
Darstellung der Vorzeichen gibt die Tabelle 4.1.

Hilfssatz 4.6 Das Vorzeichen der Funktionswerte u1(7(x),x), u1(x,7(x)), u," (n(x),x), u, (x,n(x))

a) Das Vorzeichen von u1(7(x),x) und u1(x,7(x))
1) Fiirx € A1 U D> U D3 hat ui(.,x) genau eine (einfache) Nullstelle in ]x,(x)[.
Firx € 41 U Dy ist
ui(n(x),x) <0,
fiirx € D1 U D3 ist
u1(n(x),x) = 0.
2) Fiir x € A> U D> U D3 hat ui(.,n(x)) genau eine (einfache) Nullstelle in Jx,7(x)[.
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Fiirx € 4> U Ds ist
ui(x,n(x)) > 0,
fiirx € D1 U D3 ist
ui(x,7(x)) = 0.
b) Das Vorzeichen von u, (n(x),x) und u, (x,n(x))
1) Firx € 42U D1 U Ds hat ;" (.,x) genau eine (einfache) Nullstelle in Jx,7(x)[.

Fiirx € 4>, U D ist
u; (n(x),x) <0,
fiirx € Do U D3 ist
uy (n(x),x) =0.
2) Fiirx € 41 U D1 U D3 hat 1/£1+(.,77(X)) genau eine (einfache) Nullstelle in Jx,7(x)[.
Fiirx € 41 U D ist
uy (x,7(x)) >0,
fiirx € Do U D3 ist
i (51(2) = 0

Tab. 4.1 Das Vorzeichen der Funktionswerte der Funktionen ui(.,.) und u;(.,.) an den Stellen (x,;(x)) und (3(x),x)

firxe E
sgn xeAl |xeAdr|xeDi|xeDy|xeDs
m(()x) | © o [ e [ 0
G(x) = ui(x,7(x)) ® 0 ® 0
u; (1), ) S R I
G =u(xne) | @ A R

Beweis fiir a, 1): Fiir ein fest gedachtes x € 41 U D> U D5 ist

u2(n(x),x) = H(x) =0
und wegen x ¢ D liegt fiir das Kurvenparameterpaar {x,7(x)} nicht (3.10), also kein Doppelpunkt
ohne Doppeltangente von C vor. Wegen der Diskonjugiertheit von (L) in [x,7(x)[ gilt insbesondere
auch L € Ki]x,n(x)[. Fiir die Losung

v = ui1(.,x)
ist y(x) = 0 und [y] # [u2(.,x)]. Damit sind die Voraussetzungen von Hilfssatz 4.4, a, 1) (¢t = c) erfiillt,
sodass y eine Nullstelle in ]x,7(x)[ besitzt. Wegen der Diskonjugiertheit in [x,7(x)[ ist diese Nullstelle
¢ die einzige Nullstelle von y in Jx,7(x)[ und nur eine einfache Nullstelle.
Da & Vorzeichenwechselstelle von y := ui(.,x) ist, gilt y >0 in ]x,&[, y <0 in J&€,7(x)[ und wegen der
Stetigkeit von y noch

y(n(x)) < 0.

Fiir x € A liegt fiir {x,n(x)} die Eigenschaft (3.8) eines Doppelpunkts oder einer Doppeltangente
nicht vor. Bei der schon vorliegenden Giiltigkeit von 0 = H(x) = u2(y(x),x) = M; (x,1(x)) ist daher
insbesondere zur Vermeidung eines Doppelpunkts

(n@).x) = - Dy 1(6n(x) #0

und insgesamt y(n(x)) = u1(n(x),x) <O0.
Fiir x € D; liefert das Kurvenparameterpaar {x,7(x)} die Eigenschaft (3.11), also eine Doppeltangente

ohne Doppelpunkt, sodass wegen u; (2,1(X)) = u2(n(x).x) = H(x) = 0 zur Vermeidung eines Doppel-
punkts
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(n)x) = - Dy 1(6n(x)) #0
gilt und insgesamt y(#(x)) = u1(n(x),x) <0 ist.

Fiir x € Ds liegt fiir {x,n(x)} die Eigenschaft (3.9) eines Doppelpunkts mit einer Doppeltangente vor,
also insbesondere ein Doppelpunkt [t (.,X)] = [14, (.,7(x))].

Fiir x € D1 weist {x,n(x)} die Eigenschaft (3.10), also einen Doppelpunkt ohne Doppeltangente auf.
Demzufolge ergibt sich fiir x € D3 U D mit (2.1)

wi(n(x).x) = - D'[151(x,1m(x)) = 0.

Die anderen Teile des Hilfssatzes werden analog bewiesen. O

Hinsichtlich der Differenzierbarkeit der Funktion # werden nun die folgenden Feststellungen bewie-
sen.

(4.20) Zweimal stetige Differenzierbarkeit von 7 in 4
Es gilt
neC*A4) und n°>0in 4
und im Fall p € C'(J) sogar
n e C(A).
Fiir x € 4 gilt

7 (%) = - w(n(x),x)/ 1 (6,1(x)) >0,
fiir x € 4> gilt
né(x) = - 1y (1), X) fur (x,5(x)) > 0.

(4.21) Linksseitige und rechtseitige Differenzierbarkeit von n in D U D;
Jedes xo € D1 U D ist ein isolierter Punkt von D und Haufungspunkt von A4:
Zu jedem xo € D; gibt es ein 0 > 0 mit
Ix0 - d,x0[ N E C A2 und
Jxo.x0 + [ N E C A;.
Zu jedem xo € D> gibt es ein 0 > 0 mit
Jx0 - dx0[ M E C A1 und
Jxo.x0 + [ N E C A>.
Falls xo € D1 U Ds kein linker Randpunkt des Intervalls £ und somit ]xo-d,xo[ C E fiirein 6> 0

ist, erhiilt man die linksseitige Ableitung'? 77,()60) mit

' . x - x
1) = {im 1) =110%) o,
Falls xo € D1 U D; kein rechter Randpunkt des Intervalls £ und somit ]xo,xo+J[ C E fiir ein
0> 0 ist, erhélt man die rechtsseitige Ableitung 77r(XO) mit
: . 1(x)—1(x)
= lim———== =
o) : N X=X,

Falls xo € D1 U D innerer Punkt des Intervalls £ und somit Jxo-d,xotd[ C E fiir ein 6> 0 ist,
so ist 77 linksseitig und rechtsseitig differenzierbar, aber nicht differenzierbar.

0.

(4.22) Dreimal stetige Differenzierbarkeit von 7 in einem nicht ausgearteten Intervall
[c1,c2] € D3
Ist [c1,c2] € D3 (c1 < ¢2), so gilt

13 Die Bezeichnung der einseitigen Differenzierbarkeit wird hier auch fiir den Fall verwendet, dass der einseitige

Grenzwert des Differenzenquotienten unendlich ist.
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n € C(ler,e2]), >0 inJereaf.
Fiir x € Jei,cof ist

n'(x) = Dl 10en(x)/u ' @(x),x) >0,
n"(x) = (' @)X (O (17(x), %)
- D?[15 106,17 () - (" (7 (), 0 () + D [1] 16,0 () )/ (0, ' (%), %)) -

Beweis: Die Aussagen iiber die Differenzierbarkeit der Funktion # werden mit dem Satz'* von der
impliziten Funktion bewiesen. Dabei verwendet man eine Funktion F(¢,x), mit der die Funktion # in
einer Teilmenge von E der Gleichung F(#(x),x) = 0 geniigt. Bei gesicherter einziger lokaler Auflos-
barkeit der Gleichung F(z,x) = 0 nach einer sogenannten impliziten Funktion # = g(x) konnen dann die
Eigenschaften der Funktion g(x), wie z. B. die Differenzierbarkeit, auf 7(x) ibertragen werden.
Bei diesem Satz geht man also (hier im Spezialfall ¢, x € R) aus von einer Gleichung

F(tx)=0,
durch die zunéchst eine Punktmenge im Definitionsbereich der Funktion F(z,x) beschrieben wird. Es
wird nach einer hinreichenden Bedingung gesucht, wann diese Gleichung eindeutig nach der Variab-
len ¢ aufgelost werden kann, also die Punktmenge im Ganzen oder in Teilen auch durch das Bild einer
Funktion

t=g(x)
gegeben wird. Vorausgesetzt werden dazu offene Mengen V, U C R, sodass

F stetig und nach ¢ stetig partiell differenzierbar auf V' x U
ist und fiir einen festen Punkt (z,x0) € V' x U

F
F(to,x0) =0 + %(ZO’XO)
gilt. Nach diesem Satz gibt es dann offene Umgebungen V1 C V' von # und U; C U von xo, sodass
%—f(i,x) £0Y (tx) € Vi x Ul

ist und genau eine Funktion

g:Ur— "N
existiert mit

g(xo) =10 A

F(g(x),x) =0V x e Ul.
Weiter ist die Funktion g(x) stetig in der Umgebung U; von xo. Die Gleichung F(z,x) = 0 ist also in
einer Umgebung U; von xp eindeutig nach ¢ auflésbar, wenn die Funktionswerte auf eine beliebig
klein vorgebbare Umgebung V1 von fo begrenzt werden. Damit wird durch die Gleichung eine sog.
implizite (unentwickelte, nicht explizite) Funktion g(x) definiert. Die Einzigkeit der Funktion g(x)
und deren Stetigkeit ergeben sich aus der konstruktiven Forderung im Beweis des Satzes, dass man
die Variable 7 auf eine beliebig klein vorgebbare Umgebung V1 von #y einschrinkt. Man sagt, dass die
nachgewiesene lokale implizite Funktion sich durch stetige Fortsetzung aus dem Anfangswert
g(x0) = to ergibt.
Falls zusitzlich vorausgesetzt ist, dass ' auf V' x U auch noch nach x stetig partiell differenzierbar ist,
so ist nach diesem Satz die implizite Funktion g(x) auch stetig differenzierbar auf U;. Durch Diffe-

4" Den Satz von der impliziten Funktion samt Beweis findet man beispielsweise in den Analysis-Lehrbiichern von
Erwe, Bd. I (1962), S. 322-333, Grauert und Fischer, Bd. II (1968), S. 92-96, und Mangoldt und Knopp, Bd. II
(1974), S. 358-378. Andere Beweise verwenden ein Anfangswertproblem einer gewohnlichen Differentialgleichung
oder ein Fixpunktproblem, das mittels des Newton-Verfahrens fiir die Gleichung F(¢,x) = 0 formuliert wird. Hans
Grauert (1930-2011) war einer der bedeutendsten deutschen Mathematiker der Nachkriegszeit. Sein Spezialgebiet
war die Funktionentheorie mehrerer Verénderlicher.
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rentiation der Gleichung F(g(x),x) = 0 nach x erhilt man nach der Kettenregel'” fiir die Differentiation
zusammengesetzter Funktionen mehrerer Verdnderlicher fiir die Funktion g(x) und ihre Ableitung
g‘(x) die Differentialgleichung 1. Ordnung:

oF
a(g(x),x)
g'(x)= “oF VxeU,.

5 (&)%)

Fiir die Anwendung des Satzes von der impliziten Funktion verwendet Guggenheimer (1972), S. 247,
Prop.5 (fiir p = 0, » > 0) die auf J x J definierte Funktion

F(t,x) = U, (t,x) -1 (t,x) = 1, (x,1)-u,(x,1).
Diese besitzt die stetigen partiellen Ableitungen

— (60 = 2 (10 U (%) + ua(t.) 15 (2, %)

= - 1 (60) 1 (6:X) + u(t0) (-, (x,0) + p(O)u; (£:) )

aa—F(t, X) = T/l; '(X,t) 'MZ(X,t) + L[;—(xat)'uZ‘(xat)
X

= (- 20)+ pou; (6,0)) ua(x,t) - 16 (60) 14 ().
Fiir x € A ist H'(x) > 0 = H(x), nach Hilfssatz 4.6, b, 2) %, (x,7(x)) > 0 und daher
Z—f(n(x),x) = - u; (x,n(x)H"(x) <0.
Fiir x € A ist H(x) > 0 = H'(x), nach Hilfssatz 4.6, a, 2) #, (x,77(x)) > 0 und daher
L () = - HEw () <o

Fiir x € 4 = A1 U 4> ist daher F(#(x),x) =0 und %—f(n(x),x) # 0, sodass es nach dem Satz von der

impliziten Funktion fiir jedes x € 4 in einer J-Umgebung U; von x genau eine Funktion g gibt mit
g(x) =n(x) A
F(g(x"x)=0V x"e U.
Da auflerdem
F(n(x).x) = ty(1(x), %) 14, (1(x),X) = Hx)H (x) =0V x € E
gilt, stimmt wegen der Einzigkeit der Funktion g in der E-Umgebung Ui N E von x die Funktion #
mit dieser stetig differenzierbaren Funktion g liberein. Demzufolge ist auch 7 in dieser E-Umgebung
stetig differenzierbar und insgesamt
n e C'(A).
Indem nun anstelle der von Guggenheimer verwendeten Funktion F(z,x) fiir x € 41 und x € 4> unter-
schiedliche Funktionen F(¢,x) gewéhlt werden, konnen weitere Aussagen zur Differenzierbarkeit von
n in A bewiesen werden.

Beweis fiir A1: Da 41 bzw. 4> offen in £ ist, erfiillt #(x) in einer ganz in A1 bzw. 4> liegenden E-
Umgebung der betrachteten Stelle xo eine Gleichung F(7(x),x) = 0 mit geeigneter Funktion F(¢,x) und
stimmt daher dort mit der implizit definierten Funktion g(x) tiberein. Die Differenzierbarkeit von 7(x)
wird dann von der lokalen Funktion g(x) tibernommen. Fiir die Aussagen beziiglich der Punkte xo
€ A1 bzw. xo € A2 werden jetzt verschiedene Funktionen F(z,x) fiir die Anwendung des Satzes von

15" Die Kettenregel fiir die Differentiation zusammengesetzter Funktionen mehrerer Verdnderlicher findet man bei-
spielsweise in den Analysis-Lehrbiichern von Erwe, Bd. 1 (1962), S. 309f., Grauert und Fischer, Bd. II (1968), S. 54,
80, Mangoldt und Knopp, Bd. II (1974), S. 343, Kohler (2006), S. 362f, Deiser (2014), S. 291.
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der impliziten Funktion verwendet. Zum Beweis der Aussagen iiber 7 in der Menge A1 wahlt man die
auf J x J definierte Funktion

F(t.x) = (1) = 15 (1),
Diese ist stetig und stetig partiell differenzierbar mit den ersten partiellen Ableitungen

aa_lj(ta X) = l/lz‘(l,X) =- u1+(x’t)a

L) = 15051 = -1(6:0) + P ().

X

Fiir xo € 41 C E CJund 1 := n(xo0) € n(E)=E- C J gilt
F{(to,x0) = u2(n(x0),x0) = H(xo) = 0

und mit Verwendung von Hilfssatz 4.6, b, 2) und a, 1) noch

Sty = 1 (1) <o,

Sttyn) = ) >0

Geometrisch gesehen wird hier bei xo € 41 nur verwendet, dass auf der Integralkurve C der Kurven-
punkt [y(#(x0))] auf der Tangente <Z(xo)> des Kurvenpunkts [y(xo)] liegt, aber die beiden Tangenten

<Z(x0)> und <z(77(x0))> voneinander verschieden sind: u2(17(x0),x0) = 0 A -4 (X, 77(%)) = 2(17(x0).x0)
# 0. Von der Tatsache, dass auch noch die Kurvenpunkte [y(xo)] und [y(#(x0))] voneinander verschie-
den sind, wird kein Gebrauch gemacht (uz+ (x,,1(x,)) =0 # M; '(o,1(x%,)) = -%(n(xo),xo)).

Wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitung éa_F gibt es offene J-Umgebungen ¥ von # und U von
t

Xo, sodass die partielle Ableitung auch noch negativ auf V' x U ist:

F <oaufrxU.

ot

Nach dem Satz von der impliziten Funktion gibt es dann offene J-Umgebungen V1 C V' von # und U,
C U von xo, sodass genau eine Funktion

g:Ur— "N
existiert mit

g(xo) =t A

F(g(x),x) =0V x e U
Weiter ist in der J-Umgebung Ui von xo die Funktion g(x) stetig differenzierbar und es gilt dort (we-

gen 1, (X, g(X)) = F(g(x),x) =0, 5 '(x,g(x)) = -14,(g(x), %)+ p(x)s; (x,g(x)) = -14(g(x), X))

8; (g(x), ) / ‘;f(g(x),x)

_ ul (g(X),X)
u (x,g(x))
Daraus ergibt sich durch weitere Differentiation und unter Verwendung von (2.1) wui(zx)

= D[ 150), 14 068) = - wr(6x),

%m(g(x),x) - % D[] (x.g(x) = g‘(x)% u(g(x),%) - % D'l ] (x.g(v)

g'(x) =-

= 11 (g(0),0g ) - (D't 1) (x,g(x))
= (g 0g @) - D[] (x,g(x)) + g(x) 165 (x,8(x))
= u1(g(0),0g" () - D[ty ] (x.g(x)),
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o (xg0) =- £ /(89,9

= 1 (%,8(%) - u2"(g(x).0g" ()
fiir g in U; die Differentialgleichung zweiter Ordnung:

() - m([ (200,02 ()~ D7 106,20 ] (5,2 ()

-, (g (), ) 1 (x, g () -1, "(g(x), 1) g '(x) ])

und damit g € C?(U)). Falls zusitzlich p € C'(J) ist, sind auch die in der Gleichung fiir g*(x) auftre-
tenden Terme

u (%,g(x) = D'y 1(x,g(x)+ po (x,g(x))
=+ 1" (g(x),x) - p()u2"(g(x),x),
i

D 1 (x,g(x)) =+ u1(g(0).%), ' (%,8(X)) = - u2*(g(x).%), u2"(g(x).x) = + 1y (x,8 (%)),
ui(g(x),x) = - D' [U; 1(x,g(x)), D [”; 1>, g(x)) =+ uo(g(x),x) in Ui stetig differenzierbar und damit
sogar g € C3(Uh).
Da A offen in E ist, kann die E-Umgebung U;* := U1 N E von xo hinreichend klein gewidhlt werden,
sodass sie ganz in 41 liegt. Da dann nach der Beschreibung der Menge A1

F(n(x),x) =ux(n(x),x)=H(x)=0V x € U und

n(xo0) = to (definitionsgemal)
gilt, stimmt wegen der Einzigkeit der Funktion g mit dieser Eigenschaft in dieser E-Umgebung U;*
die Funktion # mit der zweimal stetig differenzierbaren Funktion g liberein. Demzufolge ist auch 7

in U* zweimal stetig differenzierbar und insgesamt # € C?(4:). Im Falle p e C!(J) ist sogar 7
e C3(4:). Mit Hilfssatz 4.6, a, 1) und b, 2) ergibt sich
n(x) =- M >0 fiir x € 41.
uy (x,1(x))

Beweis fiir 4>: Zum Beweis der Aussagen iiber # in der Menge A> wahlt man die aufJ x J definierte
Funktion

F(tx) = 15 (%) = us(x.).
Diese ist stetig und stetig partiell differenzierbar mit den ersten partiellen Ableitungen

Ln) = '03) = -14(00) +p(Ou; (1),

Pty =) =- 1w/ E%).
Oox
Fiir xo € 4> C E C Jund 1 := n(x0) € n(E)=E- C J gilt

F(to,x0) = “; (M(xy), X)) = H (x0) = 0
und nach Hilfssatz 4.6, a, 2) und b, 1)

T ftym) = =110+ PG (1(3). )
= - u1(xo ,n(x0)) <O0.

oF +

a(toaxo) =- 1 (1N(x), ) > 0.

Geometrisch gesehen wird hier bei xo € A2 nur verwendet, dass auf der Integralkurve C der Kurven-
punkt [y(xo)] auf der Tangente <Z(77(x0))> des Kurvenpunkts [y(57(x0))] liegt, aber die beiden Kurven-

punkte [y(xo)] und [y(#(x0))] voneinander verschieden sind: uz(xo,/(x0)) = M; (M), %) =0 A
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“; '(n(x,),%,) # 0. Von der Tatsache, dass auch noch die Tangenten <Z(x0 )> und <Z(77(x0))> voneinan-

der verschieden sind, wird kein Gebrauch gemacht (u2(xo,7(x0)) = 0 # u2‘(x0,7(x0))).

Wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitung %—F gibt es offene J-Umgebungen V" von # und U von
t

xo, sodass die partielle Ableitung auch noch negativ auf V' x U ist. Nach dem Satz von der impliziten
Funktion gibt es dann offene J-Umgebungen V1 C V' von # und U; C U von xo, sodass genau eine
Funktion

g:Uir—n
existiert mit

g(xo) =10 A

F(g(x),x) =0V x € Un.
Weiter ist in der J-Umgebung U; von xo die Funktion g(x) stetig differenzierbar und es gilt dort

‘gi (g(x),) / ‘;f(g(x),x)

_u(g(x),%)
u, (x,8(x))
Durch weitere Differentiation erhélt man fiir g in U; die Differentialgleichung zweiter Ordnung

1 +1 ' "
g(x) =- m([ul (8(x),)g'(x)-11,"(x, () |, (x, (x))
-4 (80,0 [, (. (0)-(D'[u ) (2 (3, 18 ()]

g'(x) =-

1 . \
= ([P K00 0)+ PG ((60,%)) & (6) -ty (20, ) J (.8
(u, (x,8(x)))
-1 (g(x), )| D'T (g (x),)- D’[u3 (g (x), ¥)g '(x) |

und damit g € C3(U). Falls zusitzlich p € C'(J) ist, gilt sogar g € C*(U)).
Da A offen in E ist, kann die E-Umgebung U:° := U1 N E von xo hinreichend klein gewéhlt werden,
sodass sie ganz in 4> liegt. Da dann

F(n(x).x) = U, (N(x),X) = H'(x) =0V x € U;* und

n(xo0) = to (definitionsgemal)
gilt, stimmt wegen der Einzigkeit der Funktion g mit dieser Eigenschaft in dieser £-Umgebung U1 ‘die
Funktion # mit der zweimal stetig differenzierbaren Funktion g iiberein. Demzufolge ist auch # in U;*
zweimal stetig differenzierbar und insgesamt # € C*(42). Im Falle p € C'(J) ist sogar 5 € C*(42). Mit
Hilfssatz 4.6, b, 1) und a, 2) ergibt sich
uy (n(x),x)
u, (x,1(x))
Fiir 4 = 41 U A4 erhilt man insgesamt ° > 0 auf 4, € C?(4) und im Falle p € C'(J) sogar 5 € C3(A).

n(x) =- >0 fiir x € 4».

Beweis fiir Di: Da D; nicht offen in E ist, gibt es zu xo € D1 keine ganz in D liegende Umgebung
von xp. Es wird jetzt 7(x) nicht durch eine einheitliche Gleichung F(#(x),x) = 0 untersucht, sondern
ein anderer Beweisweg eingeschlagen, bei dem gezeigt wird, dass es Intervalle mit rechtem Rand-
punkt xo bzw. linkem Randpunkt xo gibt, die jeweils ganz in 4> bzw. A liegen. Damit kann dann die
einseitige Differenzierbarkeit bewiesen werden.

Linksseitige Differenzierbarkeit in xo € Di: Fiir xo € D1 und den zugehorigen Wert # := 1(xo) lie-
fert das Kurvenparameterpaar {xo,fo} auf der Integralkurve C einen Doppelpunkt ohne Doppeltan-
gente. Wie bei den obigen Betrachtungen zum Fall xo € 4 liegt also auch hier der Kurvenpunkt

[y(#7(x0))] auf der Tangente <Z(x0)> des Kurvenpunkts [y(xo0)], wobei aber die beiden Tangenten
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<z(x0)> und <Z(77(x0))> voneinander verschieden sind: u2(77(x0),x0) =0 A u2°(5(x0),x0) # 0. Um fiir

xo € D1 die linksseitige Differenzierbarkeit von # nachzuweisen, wird jetzt die Inklusion

Ixo0 - d.x0l N E C A>.
fiir ein 0 > 0 gezeigt. Um dazu fiir die x € Jxo - d,x0[ N E die charakterische Bedingung #(x) = zy,(x)
< z21(x) bzw. uz2(n(x),x) # 0 zu begriinden, wird hier ux(z,x) # 0 fiir die x einer J-Umgebung U; von xo
und die ¢ € |t - &,t0[ N Jbewiesen. Dazu wihlt man fiir die Anwendung des Satzes von der impliziten
Funktion wie oben bei xo € 41 die Funktion

F(t,x) = ua(t,x) = th (X%,F)
mit den partiellen Ableitungen
OoF +
~ ta =- x’t 5
o () = D)

g—i(i, x) = —MI(Z,X)-l‘p(X)M;(X,Z) .

Fiir xo € D1, to := n(xo) gilt
F{(to,x0) = u2(n(x0),x0) = H(xo) = 0
und mit Verwendung von Hilfssatz 4.6, b, 2) und a, 2)

‘;—fao,xo> — 1 (%,,1(%,)) <0,

Tt = HM0R)X) =0.

Wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitung %—F gibt es offene J-Umgebungen V" von # und U von
t

X0, sodass die partielle Ableitung auch noch negativ auf V' x U ist. Fiir die oben nach dem Satz von
der impliziten Funktion erhaltenen offenen J-Umgebungen V1 C V' von t und Ui C U von xo und die
Funktion g : Uy — V) gilt g € CX(Uh),

g(xo0) = to :=n(x0) A
F(g(x),x) =0V x e Ul
Im Unterschied zu xo € 41 erhdlt man aber hier fiir xo € D1, da bei {xo,7(x0)} ein Doppelpunkt (ohne

Doppeltangente) vorliegt und daher u1(#(x0),x0) = - D [M;r 1 (x0,77(x0)) = 0 gilt, fiir die Ableitung
u, (7(5,). %) _
)" (x0,17(X)))

Da bei dem speziellen Doppelpunkt [T/l; (X)) = [1/12+ (..1n(x,))] der Fall n(xo0) = 2,,(Xy) = z21(x0) mit

g¢(x0) = - 0.

1, (-, %) >0 in Jro,(xo)[ vorliegt und damit die Ubereinstimmung t; (,77(X,)) = A-u; (,X,) mit
einem A > 0 gilt, ist D[t 1(%,,17(x,)) = A+ D*[t3 1(%,,%,) = 2> 0. AuBerdem ist nach Hilfssatz 4.6,
b, 2) % (x,,1(x,)) > 0. Demzufolge gilt fiir die zweite Ableitung

D2[“;](xo’77(xo)) S
u (x,,11(x,))

O. E. sei jetzt V1 eine J-e-Umgebung von f und U; eine J-0-Umgebung von xo, also
Vi=lto-eto+e[ NJ,
Ui =1x0-0x0+0[NJ

mit hinreichend kleinem & > 0 bzw. > 0: Zuerst kann nidmlich ¢ klein genug gewdhlt werden, dass
lto-eto+e[NJC V1

gilt, und wegen der Stetigkeit von g dann ¢ klein genug gewéhlt werden, dass
xo-dx0+d[NJ C Ui A
g(dxo-0x0+d[NJ)Clto-go+e[NJC T

g"(x0) = 0.



4.6 Analytischer Beweis der geometrischen Charakterisierung der Klasse Ki U Ki 149

ist. Aufgrund der Werte g(xo) = to, 2’(x0) = 0, g“(x0) > 0 und der Stetigkeit von g* kann weiter o klein
genug gewdhlt werden, dass g“(x) > 0 und damit
g(x) >t fiiralle x € U
gilt. Wegen der Einzigkeit der Funktion g ist fiir jedes x € U; der Funktionswert g(x) die einzige
Nullstelle von F{(.,x) = uz2(.,x) in V1, also u2(z,x) = F(¢,x) # 0 insbesondere fiir ¢ € V1 mit ¢ < tp (< g(x)).
Es gilt also
w(tx) 0 firallex € Ui, t € Jto- gt N J.
Wegen der Stetigkeit und strengen Monotonie von # sei nun noch o. E. ¢ klein genug gewéhlt, dass
n(Jxo - d,x0l N E) C Jto-e,t0[ N J.
Fiir x € Jxo- d,x0[ N E (C Uy) liegt also der Funktionswert # = 7(x) in to - &,t0[ N J, sodass
ur(n(x),x) #0
ist, daher nach der Minimalititseigenschaft (4.7)
nx) = 23,(%) <z21(%),
H(x)= u; (M(x),x) =0 < ua(n(x),x) = H(x) und somit x € 4, gilt. Insgesamt ist also
Ixo0 - d.x0l N E C A>.

Falls xo € D1 kein linker Randpunkt des Intervalls £ und somit ]xo - d,x0[ C A2 fiir ein 6> 0 ist, erhélt
man mit der obigen Formel fiir #* in 4> die linksseitige Differenzierbarkeit von # in xo € D1: Nach
dem Mittelwertsatz'® der Differentialrechnung gibt es nidmlich zu jedem x € Jxo- d,x0[ C 42 ein
&= &(x) €]x,xo[ C A2 mit
10100 _ ey - W ELE) o
X =X, u, (,1(8))
Dieser Differenzenquotient besitzt beim linksseitigen Grenziibergang x ./ xo und & / xo wegen der
Stetigkeit von 7, Mf(,) und u1(.,.) und wegen Mf(n(xo),xo) <0, u; (x,,1(x,)) =0 fiirxo € D1 (nach
Hilfssatz 4.6, b, 1 und a, 2) den uneigentlichen Grenzwert + co. Demnach ist die linksseitige Ablei-
tung von 7 an der Stelle xo € D1 gleich + co:
n(x) - n(x,)

i) = im T2 o e e D,
X7 X X =X

Rechtsseitige Differenzierbarkeit in xo € D1: Wie bei den obigen Betrachtungen zum Fall xo € 4>
liegt auch hier der Kurvenpunkt [y(xo)] auf der Tangente <Z(77(x0))> des Kurvenpunkts [y(17(x0))] liegt,
wobei aber die beiden Kurvenpunkte [y(xo)] und [y(#(x0))] voneinander verschieden sind: u2(xo,%(x0))
= ”; (U(xo),xo) =0 A M;'(U(xo),xo) # 0. Um noch die rechtsseitige Differenzierbarkeit von # an der
Stelle xo € D1 nachzuweisen, wird jetzt die Inklusion

Jxoxo + 0 TN EC A
fiir ein 0 *> 0 gezeigt. Um dazu fiir die x € Jxo,x0 + 0 | N E die charakterische Bedingung 7(x) = z21(x)
< 23,(x) bzw. U, (1(x),X) % 0 zu begriinden, wird hier % (£,X) % 0 fiir die x € Jxo,x0 + d [ N E und
die ¢t € V1 einer J-Umgebung V1 von t = 5(xo) bewiesen. Dazu wéhlt man fiir die Anwendung des
Satzes von der impliziten Funktion wie oben bei xo € 4> die Funktion

F(tx) = th (,X) = un(x,0).
mit den ersten partiellen Ableitungen

Ln) = u'03) = -14(00)+p(Ou; (1),

16 Den Mittelwertsatz der Differentialrechnung findet man beispielsweise in den Analysis-Biichern von Erwe Bd. 1
(1967), S. 140, Grauert und Lieb Bd. I (1967), S. 97, Mangoldt und Knopp Bd. 11 (1974), S. 76, Deiser (2013),
S. 301.
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P 12) =) =- 1 @),
ox
Fiir xo € D1 und to := n(x0) € J gilt

Flto,x0) = 15 (1(X,), %) = H'(x0) =0
und nach Hilfssatz 4.6, a, 1 und b, 1) jetzt

a6—Fl"(t03xo) =- ul(XO,ﬂ(XO)) - O’
a—F(to,xo) = - 1, (17(x,), %) > 0.
ox

Wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitung 88_F gibt es offene J-Umgebungen V" von # und U von
X

xo, sodass die partielle Ableitung nach x auch noch positiv auf V' x U ist. Die Gleichung F(z,x) =0
kann jetzt nicht nach ¢ = g(x), jedoch nach x = A(¢) aufgeldst werden. Nach dem Satz von der implizi-
ten Funktion gibt es offene J-Umgebungen Ui C U von xo und Vi C V von t, sodass genau eine
Funktion

h:Vy— U
existiert mit

h(to) = xo0 A

u, (t,1(2)) = Ft,h(t) =0V t e V1.
Weiter ist in der J-Umgebung V1 von #y die Funktion A() stetig und stetig differenzierbar und es gilt

dort

oF oF
o hon [ % e ey

u, (h(t),1)

()
Fiir ¢ = to = n(x0) und A(¢) = h(to) = xo erhélt man mit den oben fiir die partiellen Ableitungen bereits
angegebenen Werten

h(t) =-

u, (x,,t,)
he(to) = - -~/ _
2 uy (2, %))
Aus der Differentialgleichung fiir A(¢) ergibt sich & € C?(V1) und fiir die zweite Ableitung
1
“(f) = - ————| w,"(W(®), O ) - (D[ ) (¢, k(D)) |u (¢, (¢
B0 = oy L4 EODEO-DTED EH0) i (o)
-u, (h(0),) ] (0, h(0) -1, "(h(0). )R (1) ])
Fiir £ = 1o st
(o) = + (Dl[u;])'(tmxo) _ Dz[”;](tmxo) '

uy (1, %,) u; (£ %)

Da bei dem speziellen Doppelpunkt [142+ (-,XO)] = [MZ+ (-,U(XO))] fiir xo € D1 der Fall to = n(xo)
= Z;(XO) = z21(x0) mit M; (-,XO) >0 in Jxo,to[ vorliegt und damit die Ubereinstimmung M; (-,XO)
ﬂ,-u;(.,to) mit einem A >0 gilt, ist DZ[LQ](tO,xO) = A'Dz[u;](fo,fo) = 1> 0. AuBerdem ist nach

Hilfssatz 4.6, b, 1) uf(to,xo) = %+(77(X0),X0) < 0. Demzufolge gilt fiir die zweite Ableitung
h*(t) <O0.

0. E. sei jetzt U; eine J-e-Umgebung von xo und V1 eine J-0-Umgebung von #, also
Ui =1x0-¢exo+e[ NJ,
Vi=lto-o,00+0[NJ
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mit hinreichend kleinem ¢ > 0 bzw. d > 0: Zuerst kann nédmlich ¢ klein genug gewiahlt werden, dass
Ixo-exot+te[NJC U
gilt, und wegen der Stetigkeit von / dann ¢ klein genug gewahlt werden, dass
lto-o,00+0[NJ C V1 A
h(Jto - 0,00 + o[ NJ) C Ixo-exo +e[ NJ C Ui
ist. Aufgrund der Werte A(to) = xo, h’(t0) = 0, h*“(20) < 0 und der Stetigkeit von 4* kann weiter ¢ klein
genug gewdhlt werden, dass /#°“(¢) < 0 und damit
h(t) < xo firalle t € 11
gilt. Wegen der Einzigkeit der Funktion /# mit den angegebenen Eigenschaften ist fiir jedes ¢ € V1 der
Funktionswert A(¢) die einzige Nullstelle von F{(¢,.) = M; (¢,.) in 11, also LQ (t,X) = F(t,x) # 0 insbe-
sondere fiir x € U1 mit x > xo (= A(?)). Es gilt also
u;(t,x) #0fiiraller € Vi, x € Jxo,xo + e[ N J.

Wegen der Stetigkeit von # sei nun ein J ‘mit 0 < ' < ¢ gewdhlt, dass

n(Jxoxo + '[N E) C .
Fiir x € Jxo,x0 + 0'[ N E C ]xo0,x0 + e[ N J liegt also der Funktionswert ¢ = 7(x) in V1, sodass

th, (1(x),X) # 0
ist, daher nach der Minimalitdtseigenschaft (4.7)

Nx) = 221(x) < 23(%),
H(x) = u2(n(x),x) =0< u; (1(x),x) = H"(x) und somit x € 4 gilt. Insgesamt ist mit einem &' > 0 also

Jxo0,x0 + 0'[ N E C A1.
Falls xo € D1 kein rechter Randpunkt des Intervalls £ und somit Jxo,xo + d] C 41 fiir ein 6°> 0 ist,
erhilt man mit der obigen Formel fiir #° in 4 die rechtsseitige Differenzierbarkeit von # in xo € Du:
Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es ndmlich zu jedem x € Jxo,x0 + d'[ C 41 ein
&=¢&(x) € Jxox[ C A1 mit

X) - X, ' u )
1010 o 0@
X=X uy (&,1(S))

Dieser Differenzenquotient besitzt beim rechtsseitigen Grenziibergang x v xo und & \ xo wegen der
Stetigkeit von 7, ui(.,.), uf(,) und wegen Y, (U(xo),xo) =0, uf(xo,n(xo)) > 0 fiir xo € D1 (nach
Hilfssatz 4.6, a, 1 und b, 2) den Grenzwert Null. Demnach ist die rechtsseitige Ableitung von # an
der Stelle xo € D gleich Null:

n(x) -n(x,)

X - X,

n;(xo) = }1\1'1%1 =0 flrxo € D1.

Beweis fiir D: Fiir xo € D> und den zugehorigen Wert # := #(xo) liefert das Kurvenparameterpaar
{xo0,t0} auf der Integralkurve C eine Doppeltangente ohne Doppelpunkt. Wie bei den obigen Betrach-

tungen zum Fall xo € 4> liegt also auch hier der Kurvenpunkt [y(xo)] auf der Tangente <Z(77(XO))> des
Kurvenpunkts [y(7(x0))], wobei aber die beiden Kurvenpunkte [y(xo)] und [y(#(x0))] voneinander
verschieden sind: u2(x0,77(x0)) = “; (ﬂ(xo),xo) =0 A M;'(ﬂ(xo),xo) + 0.

Linksseitige Differenzierbarkeit in xo € D>: Um fiir xo € D> die linksseitige Differenzierbarkeit von
n nachzuweisen, wird jetzt die Inklusion

Ixo - d.x0ol N E C A1
fiir ein 0 > 0 gezeigt. Um dazu fiir die x € ]xo - d,xo[ N E die charakterische Bedingung 7(x) = z21(x)

< 23,(x) bzw. U, (11(x),X) zu begriinden, wird hier % (¢,X) # 0 fiir die x einer J-Umgebung Ui von xo
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und die ¢ € Jto - €,t0[ N J bewiesen. Wie oben beim Nachweis der Differenzierbarkeit von 77 in xo € 4>
oder der rechtsseitigen Differenzierbarkeit von # in xo € D1 wiahlt man dazu fiir die Anwendung des
Satzes von der impliziten Funktion die Funktion

F(tx) = 1 (6%) = us(x.).
mit den ersten partiellen Ableitungen

L x) = 15'(12) = (6.0 + Pleus ().

OF (1) = un(et) = - 6 (1,%).
Oox

Fiir xo € D2, to == n(xo) gilt
F(to,x0) = t (1(X)), X)) = H'(x0) =0

und nach Hilfssatz 4.6, a, 1 und b, 1) jetzt
OoF

E(toaxo) =- u1(xo,71(xo)) < 0,

6_F(fo’x0) =- ulJr(n(xo)’xO) =0,
ox

sodass die Gleichung F(z,x) = 0 nach dem Satz von der impliziten Funktion nach ¢ = g(x) auflosbar
ist. Es gilt also offene J-Umgebungen V1 C V' von # und U; C U von xo und genau eine Funktion
g: Ui — Vimit

g(x0) = 10 :=n(xo) A

F(g(x),x) =0V x e U
Weiter gilt g € CX(U1). Im Unterschied zu xo € 4> erhilt man aber hier fiir xo € D, da bei {x0,7(x0)}
eine Doppeltangente (ohne Doppelpunkt) vorliegt, fiir die Ableitung

u ((xy)s X,) _
u (X,17(x,))
Da bei der speziellen Doppeltangente [1,(.,X,)] = [1,(-,7(x,))] der Fall 7(x0) = z21(x0) = 2Z5,(X,) mit

g‘(x0) = - 0.

U, (-, Xy) >0 in Jro,7(x0)[ vorliegt und damit die Ubereinstimmung ,(.,771(x,)) = #-u,(.,X,) mit
einem p > 0 gilt, ist ug (U(XO),XO) = %"(Xo,n(xo)) = ,u-uz"(xo,xo) = u> 0. AuBlerdem ist nach Hilfs-
satz 4.6, a, 2) U, (x,,17(x,)) > 0. Demzufolge gilt fiir die zweite Ableitung

g“(xo0) = - (“1 (x0:717(x0)))2 ([u;r '(M(xy), X%0)g (%) -1, ”(xoan(xo))Jul (x,1(x,))

a7 (15, ),x0) [ 1, G (e )= (P[5 '07 (). 50 () )

U " 00) _ o (00) %)
y (X0,17(%,)) 1y (Xg,17(x)))
O. E. seien ¢ > 0 und 0 > 0 hinreichend klein (Begriindung wie oben fiir xo € 4>), sodass
Vi=lto-eto+e[ NJ,
Ui =1x0-0x0+0[NJ
gewihlt werden konnen, wobei noch g(U1) € V1, g“> 0 in U; und damit
gx)>t Yxe U
gilt und auBerdem
n(Jxo- d,x0[ ME) C Jto-egtol NJ

0.



4.6 Analytischer Beweis der geometrischen Charakterisierung der Klasse Ki U Ki 153

erfiillt ist. Wegen der Einzigkeit der Funktion g ist fiir jedes x € Ui der Funktionswert g(x) die einzige
Nullstelle von F(.,x) = uz+ (LX) in 71, also Lg (,%) = F(tx) # 0 insbesondere fiir € V1 mit 1<ty
(< g(x)). Es gilt also

U, (1,x) =0 fiirallex € Uy, t € Jto- &,to[ M J.
Fiir die x € ]xo- o,x0[ N E (C Uy) liegt also der Funktionswert ¢ = 7(x) in ]t - ,t0[ N J, sodass

i, (1(x),x) #0
ist, daher nach der Minimalitdtseigenschaft (4.7)

Nx) = 221(x) < 2y(%),
H(x)= M2+ (M(x),x) >0 = us(n(x),x) = H(x) und somit x € A4; gilt. Insgesamt ist also

Jx0 - o x0[ N E C A.
Falls xo € D> kein linker Randpunkt des Intervalls £ und somit Jxo - d,xo[ C 41 fiir ein > 0 ist, erhilt
man mit der obigen Formel fiir #* in 4 die linksseitige Differenzierbarkeit von # in xo € D>: Nach
dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es ndmlich zu jedem x € Jxo - d,x0[ C 41 ein & = &(x)
€x.xo[ € 41 mit

X) - X, ' u ’
X = X, u; (£,n(5))

Dieser Differenzenquotient besitzt beim linksseitigen Grenziibergang x ./ xo und & / xo wegen der
Stetigkeit von 7, 1 (-,.) und Mfr (.,.) und wegen U (U(XO),XO) <0, Mfr (Xo,n(xo)) =0 fiir xo € D> (nach
Hilfssatz 4.6, a, 1 und b, 2) den uneigentlichen Grenzwert + co. Demnach ist die linksseitige Ablei-
tung von 7 an der Stelle xo € D> gleich + oo:

7]1()60) = limw =+ oo fiirxo € D».
x/l.xO x - xO

Rechtsseitige Differenzierbarkeit in xo € D>: Um noch die rechtsseitige Differenzierbarkeit von #
an der Stelle xo € D> nachzuweisen, wird jetzt die Inklusion

Ixoxo+ 0 [ MEC A
fiir ein 6° >0 gezeigt. Um dazu fiir die x € Jxo,xo + 6 T N E die charakterische Bedingung H(x)
= u,(1(x),x) # 0 zu begriinden, wird hier u,(t,X) # 0 fir die x € Jxo,xo+ 0[N E und die ¢ € V3
einer J-Umgebung V1 von fo = #(xo) bewiesen. Dazu wihlt man fiir die Anwendung des Satzes von
der impliziten Funktion wie oben beim Nachweis der Differenzierbarkeit von # in xo € A1 oder der
linksseitigen Differenzierbarkeit von # in xo € D1 die Funktion

F(tx) = t(6,%) = 15 (x1).
mit den ersten partiellen Ableitungen

F 10y =- (D),
ot

OF +
a(ta x) = -ul(t,x)+p(x)u2 (xat)-
Fiir xo € D> und #o := n(x0) € J gilt

Flto,xo) = U, (1(X0), X)) = H(x0) =0

und nach Hilfssatz 4.6, b, 2 und a, 1)
OF
E(to’xo) =- Z/llJr('xO977(')("0)) = 0,

Z—Z(to,xo) = U %) %) >0,
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sodass die Gleichung F(z,x) = 0 nach x = A(¢) aufgelost werden kann. Nach dem Satz von der impli-
ziten Funktion gibt es J-Umgebungen U C U von xo und V1 C V von #, sodass genau eine Funktion
h:Vi— U
existiert mit
h(to) = xo0 A

w,(t,h(t)) = F(th(t) =0V t € V1.

Weiter ist in der J-Umgebung V1 von #y die Funktion A() stetig und stetig differenzierbar und es gilt
dort
OF

oF
t,h(t / —(t,h(z
az( () 8x( ()
u, (¢,h(1))
Fiir ¢ = to = n(x0) und A(¢) = h(to) = xo erhélt man mit den oben fiir die partiellen Ableitungen bereits
angegebenen Werten

he(t) =-

u; (x,,t,)
hc(t ) —_ 0°707 _
" uy (4, X,)
Aus der Differentialgleichung fiir A(¢) ergibt sich & € C?*(V1) und fiir die zweite Ableitung
1
“(f) = - —————| " "(h(t),)h'(t)-u, " (¢, h(t t,h(t
B0 = L HODHO-1"A0) i (40
- (h(0).0) [, (€. (D) ~(D'[u; D'(h(0).0)h'(1) ) -
Fiir £ = 1o st
u,"(t,,x,)
h“(to) = + =—2-0
2 uy (19, %,)

Nach Hilfssatz 4.6, b, 1) gilt 4, (#,,X,) = u, (17(x,),X,) <0 fiir xo € D,. Da hier bei der speziellen
Doppeltangente [u,(.,X,)] = [t,(,1(x,))] wegen ,(.,X;) >0 in Jxo,7(x0)[ die Ubereinstimmung

1y (X)) = 2, (,1(X,)) = mit einem A > 0 vorliegt, ist &, "(70x), ) = 416, "(17(x,),1(x;)) = 4> 0.
Demzufolge gilt fiir die zweite Ableitung
h*(t0) <O0.
0. E. seien € > 0 und 0 > 0 hinreichend klein (Begriindung wie oben fiir xo € A42), sodass
Ur=xo-exote[NnJ
Vi=1]to-0,t0 + o[ N J,
gewihlt werden kénnen, wobei noch A(V1) C Ui, A <0 in V1 und damit
h(t)=2xo Yte I
gilt. Wegen der Einzigkeit der Funktion # ist fiir jedes ¢ € V1 der Funktionswert x = A(#) die einzige
Nullstelle von F(z,.) = U, (Z,.) in V1, also %,(#,X) = F(¢,x) # 0 insbesondere fiir die x € U; mit x < xo
(= h(2)). Es gilt also
u,(6,X) 0 firalles e V1, x € Ixoxo0 + e[ N J.
Wegen der Stetigkeit von # gibt es noch ein 0 ‘mit 0 <¢' < ¢, dass
n(Jxoxo + '[N E) C V1
gilt. Fiir x € ]xo,x0 + 0'[ N E C Jxo,x0 + ¢[ N J liegt dann der Funktionswert ¢ = (x) in V1, sodass
uz (n(x)sx) * 0
ist, daher nach der Minimalitdtseigenschaft (4.7)

n(x) = 23(X) <z21(x),



4.6 Analytischer Beweis der geometrischen Charakterisierung der Klasse Ki U Ki 155

H(x) = ua(n(x),x) > 0= M; (1(x),x) = H'(x) und somit x € A gilt. Insgesamt ist mit einem &' > 0 also

Jx0,x0 + 0'[ N E C A>.
Falls xo € D> kein rechter Randpunkt des Intervalls £ und somit ]xo,xo + o[ C 4> fiir ein 6°> 0 ist,
erhélt man mit der obigen Formel fiir #° in 4> die rechtsseitige Differenzierbarkeit von # in xo € D»:
Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es ndmlich zu jedem x € ]xo,x0 + d'[ C 42 ein
&=E&(x) € Jxox[ C A2 mit

x) -n(x, , u ,
77( ) 77( 0) :n (5):_ 1(77(5) 5) >0.
X=X u, (,1(5))

Dieser Differenzenquotient besitzt beim rechtsseitigen Grenziibergang x \ xo und € v xo wegen der
Stetigkeit von 77, 4, (,.), ui(.,.) und wegen 2 (17(x)),%,) =0, 1 (x,77(x,)) <0 fiir xo € D2 (nach
Hilfssatz 4.6, b, 1 und a, 1) den Grenzwert Null. Demnach ist die rechtsseitige Ableitung von # an
der Stelle xo € D> gleich Null:
b 1)< 71(x)

=0 furxo € D».
1\ X=X,

77; (%) =

Beweis fiir das Selbstberiihrungsintervall |ci,c2[ € Ds: Fiir jedes xo € D3 und den zugehorigen Wert
to :=n(xo) liefert das Kurvenparameterpaar {xo,fo} auf der Integralkurve C einen Doppelpunkt mit
einer Doppeltangente. Eine grafische Darstellung der Integralkurve C fiir ein Selbstberiihrungsinter-

vall Je,c2[ geben die Abbildungen 4.7 und 4.9. Aus dem Vorliegen des Doppelpunkts [ty (%) ]
= [1;(.,1(x,))] ergibt sich (siehe auch Hilfssatz 4.6, a, 1)

u(n(xo)x0) = - D[y 100).%,) =0,
AuBerdem gelten hier wegen 5(x) = Z,(€) = z21(x) die Ungleichungen 4, (-,%,) >0 und 4, (.,77(X,))
>0 in Jxo,p(xo)[, also t (,17(x,)) = A1, (,X,) mit einem A > 0 und damit

Dz[”;](xom(xo)) = iDz[”;](xoﬂco) =1>0.
Aus dem Vorliegen der Doppeltangente [u2(.,x0)] = [¢2(.,7(x0))] und der linearen Unabhéngigkeit der
Losungen u1(.,x0) und ux(.,x0) folgt

[u1(.,x0)] # [u2(.,x0)] = [u2(.,n(x0))]
und wegen u1(#(xo0),x0) = 0 dann u1'(#(x0),x0) # 0. Da nach Hilfssatz 4.6, a) u1(.,x0) nur eine einfache
Nullstelle & in Jxo,7(x0)[ aufweist, u1(.,x0) < 0 in ]&,7(xo)[ und wu1(#7(xo0),x0) = 0 ist, gilt

u1'(m(x0),x0) > 0.
Zum Nachweis der Differenzierbarkeit von # in ]c1,c2[ mittels des Satzes von der impliziten Funktion
wihlt man nun die Funktion

Fitx) =t (6.%) =- Dt ](x0)
mit den ersten partiellen Ableitungen

%_I;(t,x) = u, '(t,x) = D[y 1(x,1)

i—i(n %) = -(DE) (00 = (D[ 106,0) - g0 (x.0))
Fiir xo € ]c1,c2[ € D3 (C E € J)und 1o := 5(xo0) € J gilt

F(to.xo0) = 1 (11(Xp),%,) =0
und nach obiger Begriindung

%_};(to’xo) =Y '(n(xo)’xo) = 0’
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aa—F(tO,xo) = 'Dz[”;](xom(xo)) <0.

X
Die Gleichung F(z,x) = 0 ist nach dem Satz von der impliziten Funktion nach ¢ = g(x) auflésbar ist.
Es gibt also offene J-Umgebungen V1 von fo und U C ]ci,c2[ von xo und genau eine Funktion
g: Ui — Vimit

g(x0) = 10 :=n(xo) A
F(g(x),x) =0V x e U
Weiter ist g € C'(Uh). Fiir die erste Ableitung g* gilt in Uy

= (g0 / P (g0

_ D[u1(x, g(x)) - g(x)u; (x,g(x))
u,'(g(x),x)
Da#in Ui C ]ci,c2[ ebenfalls die Gleichung F(7(x),x) = ui(#(x),x) = 0 und die Anfangswertbedingung
n(xo0) = to (per definitionem) erfiillt, stimmt wegen der Einzigkeit der Funktion g diese mit # in U,
iiberein. Da xo € ]c1,c2[ beliebig war, ist # auf ganz ]ci1,c2[ stetig differenzierbar mit der Ableitung

D1 )(5,1(x)) - (s (5,7(x)
u, (7))

_ D) _

(7))

Zur Berechnung der Gleichung fiir die zweite Ableitung #*“(x) wird jetzt anstelle der Gleichung fiir
g‘(x) die vereinfachte Gleichung fiir #°(x) verwendet. Bei den Umformungen verwendet man

D[y J(6,1(x)) = uo(n(x),»),
u '(106), %) = D' 1(x,m(x)),
(D[, 1)'(, ()= r(x)us; (x,1(x)) =0,
uy (x,17(X)) = - 1> (5(x).x) = 0 (wg. DT),
(D'l 1'Cen(x)) = D14 1(x,1(x)) - gCo)es; (e,1(x)) = D[4 1(x,7(x)) .
Damit erhilt man fiir die zweite Ableitung
Wm:aﬂégﬂmmwumm%mmwmﬂwwu@
- D?[u5 106, () [, "(1(x), ) () + (D' 1) ', () ])

R GIERNETRCIEEY

g'(x) =-

ni(x) =

1
(4, (x),x))
- D[] 16, () 1, "7 (), 00 () + D[ 10,0 (%)) ]) -

Da die rechte Seite nach x stetig differenzierbar ist, ist # auf Jc1,c2[ insgesamt dreimal stetig differen-
zierbar. O

Fiir jedes xo € A gibt es eine e-Umgebung Ug(xo) = Jxo-&,x0t¢[, deren Durchschnitt mit £ ganz in 4
liegt:

Jxo-exote[ M E C A.
Fiir jedes xo € D1 U D, gibt es eine punktierte e-Umgebung U._(x,) = ro-exo0[ U Txo,xote[, deren
Durchschnitt mit £ ganz in 4 liegt:

(Jo-g,x0[ U Jxo,x0+e[) N E C A.
Demzufolge ist jedes xo € D1 U D> ein Haufungspunkt beziiglich 4 und ein isolierter Punkt von D.
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Ein Haufungspunkt x; € E beziiglich D = Dy U D> U Dj liegt also nicht in 4 und nicht in Dy U D»
und liegt somit notwendig in £\ (4 U D1 U D») = Ds. Das nachfolgende Beispiel zeigt, dass ein Punkt
x1 € E gleichzeitig ein Haufungspunkt beziiglich D3 und ein Haufungspunkt beziiglich 4 sein kann.
Die Differenzierbarkeit von # wird in (4.20) fiir xo € 4 = A1 U A2, in (4.21) flir xo € D1 U D> und in
(4.22) fiir den Fall untersucht, dass xo ein E-innerer Punkt von Djs ist (beziiglich der Relativtopologie
auf dem Intervall E). Eine grafische Darstellung dieser letzten Situation geben die Abbildungen 4.7
und 4.10.

Falls nun xo € D3 und kein E-innerer Punkt von Dj ist, dann enthélt jede punktierte E-Umgebung

U(XO) von xo einen Punkt x € £\ D3 = 4 U Dy U Ds. Damit ist xo Haufungspunkt von 4 oder Hau-
fungspunkt von D1 U Ds. Im zweiten Fall enthilt jede punktierte £-Umgebung U(XO) von xo einen

Punktx' € D1 U D;. Da x' nach (4.21) Haufungspunkt von 4 ist, enthélt U(XO) auch einx* € 4. Dem-

nach ist im zweiten Fall xo Haufungspunkt von D1 U D; und Héufungspunkt von 4. Dabei kann, wie
das nachfolgende Beispiel zeigt, xo auch noch Haufungspunkt von D3 sein und, wie die Abbildung
3.10 zeigt, xo auch isolierter Punkt von D; sein.

1) 2)

Abb. 4.7 Eine Integralkurve C mit Selbstberiihrung langs eines Kurvenstiicks ohne Selbstdurchsetzung 1) nach in-
nen fortlaufend und 2) nach aufien fortlaufend

Beispiel: Ein Punkt xo € £ als Hiufungspunkt beziiglich 4 und beziiglich D
Firdiex e J=[-2m, %] sei das folgende Tripel der Funktionen definiert:

y1(x) = cos x,
y2(x) = sin x + A(x),

() =1
mit dem auf J definierten Abweichungsterm
0 fiir x e[-27,0[,
A(x) =

f(cosx) firxe [O,%],

der auf [0,1] definierten Abweichungsfunktion
0 firt=0,

Ay =

w-(l-cosh.(l))2 firz e L,l ,j €N,
J J J+1 ]

bj=2mj(j+1), a;= 1/(8b7), hj(t) = bjt - 2. Eine Darstellung des Funktionsgraphen des Abweichungs-
terms A(x) in [0,7/2] gibt die Abbildung 4.8.
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Abb. 4.8 Der Graph des Abweichungsterms 4(x) iiber dem Intervall [0,7/2] (erstellt mit Mathematica)

Fiirx e [0,%] ist

A*(x) = - f*(cos x) sin x,
A“(x) = - f“(cos x) sin x - f*(cos x) cos x.
Fiir das Funktionentripel y = (y1,)2,13) € C°(J) ist die Wronski-Determinante in J gegeben durch
Wyl = Wlyry2.ys] = Wiyiy2']
=yUpy’ -yt
=-sinx (- sin x + 4“(x)) + cos x (cos x + 4°(x))
=1 -sinx 4“(x) + cos x 4’(x),
also
Wyl =1 fiir x € [-27,0[,

Wyl =1-f“(coxx)sin’x>0 fiirx e [0,%]:
. | N
Firz e [0,1] bzw. t € {.—,—} ist ndmlich
J+l
LD =1£(0)=a-(1 - cos(hi(1)))%,

F4(0) = 2ab(sin hyf) - % sin 24,(0)),

() = 2ab(cos (1) - cos 2h(1))
3h(t)  h(0)
n

= 4q;b? sin si ,
dad) 2 2
4p 2 1
“(O<4bta; = —1_ = — <.
o< abi = =

j
Da die Wronski-Determinante W[y] # 0 in J ist, ist y ein Fundamentalsystem der Differentialglei-
chung

Lyl = Wiyl Wyl =0
(Berechnung der Koeffizienten p, ¢,  in Abschnitt 3.1.4). Mit Hilfe der Integralkurve C in der eukli-

dischen y1y)2-Ebene wird nun begriindet, dass der Kurvenparameter-Punkt xo = -37” € J ein Héu-

fungspunkt beziiglich D und beziiglich A4 ist: Hinsichtlich dem Auftreten von Doppelpunkten sind nur
die beiden Kurvenstiicke Cfl und C r, von C zu vergleichen, die zum ersten Kurvenparameter-Inter-

vall 71 = [-27,-37/2] und zum letzten Kurvenparameter-Intervall 75 = [0,7/2] gehdren und beide im
ersten Quadranten der y1y2-Ebene liegen (siche Abbildung 4.9). Wegen 4 > 0 liegt das letzte Kurven-

stiick CT5 oberhalb des ersten Kurvenstiicks C[}, wobei Selbstberiihrungen auftreten konnen. Die

Selbstberiihrungen treten genau fiir die Kurvenparameter-Paare {c;,d;} auf, die durch die Nullstellen
d; = arccos t; € [0,7/2]



4.6 Analytischer Beweis der geometrischen Charakterisierung der Klasse Ki U Ki 159

von 4 (cos di=t;=1/j € 10,1],j € N) und die zugehorigen Stellen

ci=d;-2r € [-2n,-371/2]
gegeben werden: Da hi(t) =2nj(j+1)/j -2 =2x und hi(ti+1) =2m(j+1)/(j+1) - 277 =0 ist, gilt
cos hj(t) = cos hj(ti+1) = 1, daher

A(d)) = flcos dy) = fi(t)) = aj-(1 - cos hi(1))* =0
und analog 4(d;+1) = 0. Zu den Nullstellen d; von 4 und den zugehdrigen Parametern ¢; gehoren also
die Doppelpunkte

[¥(d)] = [y()] fiirj e N,
Wegen 4 > 0 sind die Nullstellen d; von 4 keine Vorzeichenwechselstellen und die Doppelpunkte
{c;,d;} auch Selbstberiihrungspunkte von C. Daher gilt ¢; € Ds.
Fiir die Kurvenparameter x in den Intervallen ]d;,dj+1[ C [0,7/2[ zwischen den 4-Nullstellen gilt 4 > 0,
sodass zu diesen x € |d;,dj+1[ und den zugehorigen x' = x - 27 keine Doppelpunkte der Kurve C auf-
treten. Die zugehdrigen Intervalle cj,cj+1[ C [-27,-37/2[ liegen also in 4 U D,. Wéhlt man nun ein
beliebiges x' = x;' € ]cj,cj+1[, so gibt es dazu eine ganz in |cj,cj+1[ liegende offene e-Umgebung Us(x")
= |x'"-ex'+¢[. Die zugehorige punktierte Umgebung Ue(x') \ {x'} enthdlt sowohl im Fall x' € 4 (4 offen
in E) als auch im Fall x' € D> (nach (4.21)) ein p; € 4.

Da die ¢; € D; und p; € A bei j — oo gegen xo = -37” konvergieren, ist xo sowohl Haufungspunkt

beziiglich D3 bzw. D als auch Haufungspunkt beziiglich 4. Die nachfolgende Abbildung 4.9 gibt eine
Darstellung der Integralkurve C mit Selbstberiihrungspunkten im ersten Quadranten der y1y»-Ebene.
Dabei kann jedoch fiir C die Abweichung des Endstiicks vom Anfangsstiick im ersten Quadranten in
der Darstellung der gesamten Kurve C zeichnerisch nicht veranschaulicht werden, da die relative
Abweichung p(x) := A(x)/sin x (= 0) der beiden Kurvenstiicke fiir die Zeichnung zu klein ist: So ist
p(x) fiir die x im Intervall [0,1] kleiner als 0,005 und in [1,7/2] sogar kleiner als 0,0004.! A

Vs

_ﬂ/2

Y

Abb. 4.9 Die Integralkurve C des Beispiels in der y;y,-Ebene mit dem Kurvenparameter xo = -37/2 als Haufungspunkt
beziiglich D3 und 4

4.6.4 Analytische Definition der Klasse K(J) zur Beschreibung der Spiralform der
Integralkurve C

Der nichste Satz 4.10 bedeutet geometrisch, dass fiir die Differentialgleichung (L) eine der Klassen
Ki(J) oder Ku(J), bei denen gemill Abschnitt 3.1.9 fiir die Tangenten der Integralkurve C (echte)
Schnittpunkte mit dem vorhergehenden bzw. dem nachfolgenden Kurvenstiick ausgeschlossen wer-
den, genau dann vorliegt, wenn die Klasse K(J) auftritt, bei der C keinen Selbstschneidungspunkt
(Doppelpunkt ohne Doppeltangente) im gesamten Intervall J, keine Doppeltangente ohne Doppel-

17" Die Abweichung p(x) kann abgeschitzt werden mit Hilfe des Graphen der Funktion, der beispielsweise mit Mathema-
tica erstellt werden kann und in Abbildung 4.8 dargestellt ist.
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punkt im offenen Intervall ]a,b[ besitzt und keine gleichsinnige Selbstdurchsetzung aufweist, also
keine gleichsinnige Beriihrung lédngs eines Kurvenstiicks aufweist, bei der das nachfolgende Kurven-
stiick beziiglich dem vorhergehenden Kurvenstiick die Seite wechselt. Es diirfen jedoch Kurven-
punkte oder Kurvenstiicke auftreten, in denen C sich selbst beriihrt, aber nicht durchsetzt. Ausge-
schlossen werden also die mit der nachfolgenden Bedingung (4.23) analytisch beschriebenen und in
der Abbildung 4.10 geometrisch dargestellten zwei Félle einer gleichsinnigen Beriihrung der Integ-
ralkurve mit sich selbst, bei der ein Wechsel von einer nach innen fortlaufenden Spiralform zu einer
nach aufen fortlaufenden Spiralform bzw. umgekehrt ein Wechsel von einer nach auflen fortlaufen-
den Spiralform zu einer nach innen fortlaufenden Spiralform erfolgt. Somit liegt eine Spiralform mit
moglicher Selbstberiihrung vor und zwar entweder in der nach aullen fortlaufenden Form oder in der
nach innen fortlaufenden Form.

Wie in Abschnitt 3.1.10 schon erwédhnt wurde, kann bei einem abgeschlossenen Intervall J = [a,b]
bei der Klassenzugehorigkeit L € Ki(J) U Kn(J) an den Kurvenenden schon eine Doppeltangente
ohne Doppelpunkt auftreten (siche Abbildung 3.11, a, b). Daher wird bei der nachfolgenden Defini-
tion von K(J) zwar ein Doppelpunkt ohne Doppeltangente im gesamten Intervall J, aber eine Doppel-
tangente ohne Doppelpunkt nur im offenen Intervall |a,b[ ausgeschlossen. Hinsichtlich der Bezeich-
nung dieser Eigenschaft wird bei Birkhoff (1911), S. 113, anstelle der Klassenzugehorigkeit L € K(J)
der Differentialgleichung (L) das Intervall J als ein reguldres Intervall bezeichnet.

Definition der Klasse K(J) fiir die Differentialgleichung (L) durch die Beschreibung der Spiral-
form mit moglicher Selbstberiihrung fiir die Integralkurve C
Die Differentialgleichung (L) gehort im Intervall J C R zur Klasse K(J) (L € K(J)) oder das Intervall
J heif3t ein fiir (L) reguléres Intervall genau dann, wenn es
keine Stellen ¢,d € J mit (3.10) Doppelpunkt ohne Doppeltangente,
keine Stellen ¢, d € Ja,b[ mit (3.11) Doppeltangente ohne Doppelpunkt und
keine Stellen c1, 2 € Ja,b[ (c1 < ¢2) mit einem nachfolgend beschriebenen Selbstdurchset-
zungsintervall [c1,c2] gibt:
(4.23) Fiir jedes x € [c1,c2] liegt fiir (x,n7(x)) die Eigenschaft (3.9) Doppelpunkt und Doppeltangente
(Selbstberiihrung) vor und zu diesem Selbstberiihrungsintervall [c1,c2] ist noch eine der bei-
den Arten einer Selbstdurchsetzung der Kurve C erfiillt:

1) Selbstdurchsetzung von innen nach auflen: Zu jedem reellen € > 0 gibt es Stellen
¢ € Jere,cf,  moe nen)-en(e)lnJ,
sodass &1 eine einfache Nullstelle von ux(.,71) ist, und Stellen
& € Je,etel,  m € n(e)n(c)te[ N,
sodass 7> eine einfache Nullstelle von u(.,&) ist;
2) Selbstdurchsetzung von aufien nach innen: Zu jedem reellen € > 0 gibt es Stellen
¢i € Ja-eea, € Jn(a)-en(en)l,
sodass 71 eine einfache Nullstelle von ua(.,£1) ist, und Stellen
& € Jevetel,  n € Jn(c)n(ea)tel,
sodass & eine einfache Nullstelle von ua(.,72) ist.
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2)

n(c,)

Abb. 4.10 Eine Integralkurve C mit Selbstberiihrung léngs eines Kurvenstiicks und einer Selbstdurchsetzung
1) von innen nach auBen und 2) von au3en nach innen

4.6.5 Ubereinstimmung der Klasse K(J) mit der Klasse Ki(J) U Ku(J)

Satz 4.10 Ubereinstimmung der Klasse Ki(J) U Ki(J) mit der Klasse K(J)
Ki(J) U Ku(J) = K(J)

Beweis: 1) Ki(J) U Kn(J) € K(J): In Abschnitt 3.1.10 wurde bereits begriindet, dass im Falle L
e Ki(J) U Kn(J) im gesamten Intervall J kein Doppelpunkt ohne Doppeltangente (Eigenschaft (3.10))
auftritt. Weiter wurde dort gezeigt, dass im Fall L € Ki(J) nur fiir das rechtsoffene Intervall [a,b[ die

Klassenzugehorigkeit L* e Kila.H folgt und dort eine Doppeltangente ohne Doppelpunkt (Eigen-

schaft (3.11)) ausgeschlossen werden kann. Am rechten Intervallende b € J kann aber eine Doppel-
tangente ohne Doppelpunkt auftreten (siche Abbildung 3.11, a). Analog kann im Fall L € Ku(J) nur
fiir das linksoffene Intervall ]a,b] eine Doppeltangente ohne Doppelpunkt ausgeschlossen werden und
am Intervallanfang a € J eine Doppeltangente ohne Doppelpunkt auftreten (siche Abbildung
3.11, b). Insgesamt kann bei L € Ki(J) U Ku(J) nur im offenen Intervall la,b| eine Doppeltangente
ohne Doppelpunkt ausgeschlossen werden, aber an den Kurvenenden eine Doppeltangente ohne Dop-
pelpunkt auftreten. AuBBerdem gibt es im Fall L € Ki(J) keine &, 71 € J (& < 71), sodass & einfache
Nullstelle von ux(.,71) ist, und im Fall L € Kn(J) keine &, ©» € J (& < 1), sodass 1 einfache Null-

stelle von ux(.,&) ist. Insgesamt ist im Fall L € Ki(J) U Ku(J) fiir ein Kurvenstiick qq@] die Bedin-

gung (4.23), 1) nicht erfiillbar. Analog kann im Fall L € Ki(J) U Ku(J) kein Kurvenstiick qcl,Cz] mit

der Bedingung (4.23), 2) auftreten. Demzufolge gehdrt die Differentialgleichung (L) zur oben defi-
nierten Klasse K(J) bzw. besitzt die Integralkurve C eine Spiralform mit mdglicher Selbstberiihrung.

2) K(J) c Ki(J) U Ku(J): Es wird die dquivalente Aussage gezeigt, dass im Falle L ¢ Ki(J) U Ku(J)
auch L ¢ K(J) gilt. Falls L ¢ Ki(J) und L ¢ Ku(J) gilt, gibt es x1, #1, x2, t> € J mit

x1 <t1, x2 > t2, sodass

x; eine einfache Nullstelle von ua(.,t)
ist: u2(xty) =0 £ w2 (x,) (=1, 2). 0. B. d. A. sei

w(.,t2) > 0 in Jt2,x2[
und damit

x2 = 221(2):
Man kann namlich x;° als die kleinste einfache Nullstelle von ux(.,t2) in ]#2,x2] wihlen. Falls nun noch
eine Nullstelle von ua(.,t2) in J#2,x2°[ existiert, wéhlt man ©° als die grofite (zweifache) Nullstelle von
ua(.,12) in ]2, x2°[1® Wegen der Minimalititseigenschaft von x> ist dann £° zweifache Nullstelle von

'8 In einer FuBnote von Abschnitt 4.5 wird begriindet, dass eine nichttriviale Losung u von (L) im abgeschlossenen
Intervall [c,d] nur endlich viele Nullstellen besitzt.
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uz(.,12). Mit einem reellen A # 0 ist uz(.,2°) = Auz(.,12) # 0 in ]2, x2°[, x2 einfache Nullstelle und #°
zweifache Nullstelle von ua(.,12°). Aufgrund ihrer Anfangsbedingungen ist die Losung u2(.,.2°) > 0 in
]2, x2°[, sodass man wieder x, #2 anstelle von x>°, £ schreiben kann. Eine grafische Darstellung der
Nullstellen x;, #; der Losungen ua(.,t) (j = 1,2) gibt die Abbildung 4.11.
Hinsichtlich der Lage der Ci-Stelle 712(22) (> ©2) zur einfachen Nullstelle x> und der Lage der Ki-Stelle
ki2(t2) (= ri2(22) > t2) wird dann die folgende Fallunterscheidung vorgenommen:
a) ri(th) =x;
b) ria(t2) <xz;
c) riz(t2) > x2:
) kia(t2) < o,
B) ki2(t2) = .

| T
41 tl tz ';CZ\
2,,(t,)

Abb. 4.11 Die Nullstellen x;, ; (j = 1,2) der Losungen ux(.,#) im Intervall J

Fall a): Es sei r12(f2) = x2 = 221(%2).
Da nach der Vorbetrachtung z21(#2) = x2 und im Fall a) auch r12(2) = x» gilt, ist nach der Minimali-
tatseigenschaft (4.9) von 7

n(t2) = min {z21(2),r12(2)} = x2.

uy (.,1,) Auy (1, x,)
”:("*[:)\ u2("x2)
/t(2 %2
221(t2)
1y ()
n(t,)

Abb. 4.12 Die Lage der Hilfspunkte im Intervall J fiir Fall a)

Nach dem Zusammenhang (4.11) zwischen den 7;i(c) und den z;(x) (x = ¢) gibt ein € € [f2,r12(f2)[ mit
r12(t2) = z12(€) und folglich

w(é,r12(r2)) = 0.
Da nach Satz 4.3 (L) auch in ]#,x2] diskonjugiert ist, folgt & = #,. Es gilt also

ux(t2,x2) =0
und nach der Voraussetzung iiber x> und # auBlerdem ux(x2,t2) =0 # u2‘(x2,t2). Insgesamt liegt die
Bedingung (3.10) ua(t2,x2) = uz2(x2,t2) = 0 # u2°(x2,t2) fiir einen Doppelpunkt ohne Doppeltangente von
C vor, sodass ©» € D1 und L ¢ K(J) gilt. Eine grafische Darstellung dieses Falls a) mittels der Lage
der Hilfspunkte und der Integralkurve C geben die Abbildungen 4.12 und 4.13.
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)

Abb. 4.13 Im Fall a) besitzt die Integralkurve C beim Kurvenparameterpaar {#,,x»} einen Doppelpunkt ohne Doppel-
tangente.

Fall b): Es sei r12(f2) < x2 = z21(12).

In diesem Fall b) ist nach der Minimalitédtseigenschaft (4.9) von
n(t2) = min {ria(2),z21(t2)} = ri2(t2) < z21(2) = x2

und nach der Minimalititseigenschaft (4.7)

n(t2) = min {zi2(02),21(2)} = z12(02) = 23, (8,) ,
also 5(t2) = ra(t2) = z12(2) = z,,(¢,) und 5(t2) < z21(2) = z,,(¢,) < z,,(t,). Eine grafische Darstel-
lung der Hilfspunkte inJ gibt die Abbildung 4.14. Die Losung

W= u;(-atz)

besitzt also die Nullstelle r12(t2), die wegen ri2(t2) < Z,,(#,) nur eine einfache Nullstelle von w

= I’ér('atZ) ist.

Abb. 4.14 Die Lage der Hilfspunkte im Intervall J fiir Fall b)

Als Néchstes soll nun fiir die Losung

z= Ll; ('7x2)
die Existenz einer einfachen Nullstelle £ in ]#2,712(¢2)] nachgewiesen werden. Dazu werden die beiden
Fille

1) [w]=[z],

ii) [w] # [z]
unterschieden. Im Fall 1) ({#,x2} Doppelpunkt) besitzt z die einfache w-Nullstelle 712(z2). Im Fall ii)
({t2,x2} kein Doppelpunkt) wird die Existenz einer Nullstelle £ von z im offenen Intervall Jt,712(22)[
mittels Satz 3.3, a, 2) (mit ¢ = 1o, d = r12(12)) begriindet. Zum Nachweis der Voraussetzungen des Sat-
zes erfolgen noch einige Voriiberlegungen.
Wegen |t2,r12(12)] C ]t2,221(22)] ist

v =u(.,t2) >0 in Jt2,r12(22)].
und insbesondere y(#2) = 0, y(r12(22)) # 0. AuBBerdem gilt die Relation

Bly,z] = y(x2) =0
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und im Fall i) fiir z noch [z] # [M;(.,tz) ]. Nach Satz 3.3, a, 2) besitzt daher z eine einfache Nullstelle

¢ € |tr,r12(12)[. Demnach hat in den beiden Fillen 1) und ii) die Lésung z eine einfache Nullstelle ¢
€ ]t2,r12(22)]. Demzufolge ist
L™ ¢ Ki' . x2].
Weiter gilt wegen x2 € K»1(2) fir das Infimum
K := ko (t2) = inf K21(2) € Jt2.x2].
Nach der kj-Eigenschaft (4.12) k= k21(£2) € R21(%2) gibt es ein
C e [tk mit % (8,K) =ux(x,0) = 0.
O. E. sei nun ¢ die groBe Nullstelle von LL; (-,K) in [t2,] und daher M; (-K) > 01in ]& & .
Nach der Definition von k= k21(2) (> £2) ist L € Kn[f2,] und nach (2.4) von Abschnitt 2.5.3 auch L*
€ Ki'f2,x]. Da oben bereits L ¢ Ki']t2,x2] bewiesen wurde, folgt
K<Xx2
und daraus u(k,t2) > 0. Zusammen mit uz(x,{) = 0 ergibt sich { # £ und
¢ € lo,K].
Wegen U, (€,K) =0 mit { e Jt2,k] und L™ € Ki'|t2,x] folgt schlieBlich, dass ¢ eine zweifache Null-

stelle von M;(-,K) ist, also

[16(:6)1=[15(-5)]
gilt und das Kurvenparameterpaar {{,x} einen Doppelpunkt liefert. Es sind nun die beiden Félle zu
betrachten:

I) {{x} Doppelpunkt ohne Doppeltangente,

IT) {{,x} Doppelpunkt mit Doppeltangente.
Im Fall I liefert das Kurvenparameterpaar {{,x} fiir die Integralkurve die Eigenschaft (3.10) (Dop-

pelpunkt ohne Doppeltangente), sodass nach obiger Definition L ¢ K(J) ist. Dieser Fall wird in der
Abbildung 4.15, T) dargestellt.

1)

Abb. 4.15 Im Fall b) besitzt die Integralkurve C beim Kurvenparameterpaar {{,x} I) einen Doppelpunkt ohne Doppel-
tangente bzw. II) einen Doppelpunkt mit Doppeltangente und Selbstdurchsetzung von innen nach auflen.

Es ist jetzt also noch der Fall I, dass {{,x} die Eigenschaft (3.9) (Doppelpunkt mit Doppeltangente,
Selbstberiihrung von C) aufweist, ausfiihrlicher zu betrachten. Dieser Fall wird in der Abbildung
4.15, IT) dargestellt. Dazu verwendet man das Infimum v der Menge

U:={s € [ta,x]: V¥ t € [s,x] ist U (%F) =0 fiir ein x = x(¢) € [} C [t2,x].
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Wegen u;(g,K) =0mitl e Jo,xistk e U, U+ Qund v=inf U € [,k]. Mit einem s € U ist auch
[s,] C U, sodass U ein Intervall'® mit rechtem Randpunkt x ist. Geometrisch bedeutet die Inzidenz s
€ U zunichst, dass fiir jeden Kurvenparameter ¢ des Intervalls [s,x] der Kurvenpunkt [y(¢)] auf einer
Tangente <Z(x)> des zum vorhergehenden Intervall [#,f] gehorigen Kurvenstiicks liegt.

Aus der Annahme v < r12(22) wiirde die Existenz eines s € |v,r12(22)[ N U folgen, sodass M; (.,8) eine
Nullstelle x =x(s) € [t2,5[ C [t2,712(22)[ besitzt, im Widerspruch zur Diskonjugiertheit von (L) in
[t2,712(82)[ = [£2,n(22)[. Daher ist v > ri2(22) und

v e [ria(t2),k].

Unter Verwendung der Stetigkeit von M; (-,.) in Jx J und der Diskonjugiertheit von (L") in einer

Umgebung von v kann man wie im Beweisteil a) von (4.11) (jetzt mit u; (.,.) statt ua(.,.)) schlieBen,
dass

M; (x(v),v) =0 fiir ein x(v) € [0,V
gilt, somit v € U, v=min U und

U=[v,k]
ist. Fiir jedes t € U =[v,x] sei nun o. E. x(¢) die groBte Nullstelle? x von u; (-,?) in [t2,1], sodass x(f)
eindeutig bestimmt ist und

Uy (1) > 0 in Tx(2).1]

gilt. Fiir ¢ € [v,] folgt aus ua(£,x(7)) = U, (X(),1) =0 (x(¢) € [t2,¢]) und L € Ku[t2,x], dass
[u2(.x ()] = [u2(.,1)]

ist. AuBBerdem gilt fiir ¢ € [v,x[ C [r12(%2),k[ C Jt2,x2[ wegen ua(t,x(f)) = 0 # ua(t,t2) die Ungleichung
x(t)>t

und dann wegen u; (x(#),t) =0und L* € Ki']t2,x] auch

[ X(0) ] = [, ()]
Damit liefert fiir jedes ¢ € [ v,k{ das Paar {x(¢),r} einen Doppelpunkt mit Doppeltangente. Speziell fiir
¢t = kist im Fall Il schon vorausgesetzt, dass die Parameter x(x) = {und ¢ = « fiir C einen Doppelpunkt
mit Doppeltangente liefern. Insgesamt hat sich also fiir jedes ¢ € [v,k] aus der geometrischen Eigen-
schaft, dass der zu ¢ gehorige Kurvenpunkt [y(7)] auf einer Tangente <z(x(t))> des vorhergehenden
Kurvenstiicks zu [#,f] liegt, ergeben, dass fiir das zugehdrige Kurvenparameterpaar {x(¢),t} die Kur-
veneigenschaft (3.9), also ein Doppelpunkt mit Doppeltangente, vorliegt.
Weiter gilt fiir jedes ¢ € [ v,x] mit einem reellen A = A(¢) > 0 die Ungleichung

1ty (5 x(0)) = 214, (1) > 0 in Jx(2),1]
und die Klassenzugehorigkeit

L™ € Ky in [x(2),f] C ]t2,K]
(fiir #= x wurde x(kx) = € ]2,k und L" € Ki']t2,x] bereits oben begriindet), sodass nach Satz 4.5,
b, 1) (mit ¢ = x(f), d =t <) die Diskonjugiertheit von (L) und (L") im abgeschlossenen Intervall
[x(#),¢ ] fiir jedes ¢ e [x(¢),/[ und damit im halboffenen Intervall [x(¢),/[ folgt. Wegen i, (X(?),f) =0
ist auBerdem (L") und (L) nichtdiskonjugiert in [x(),] und daher

x(t) = n(¢) fur jedes t € [v,x].
Speziell fiir ¢ = x gilt also

19 Die Charakterisierung einer Teilmenge von R als ein Intervall wird in einer FuBnote von Abschnitt 4.6.3 zum
Beweis von (4.17) angegeben.

20 In einer FuBnote von Abschnitt 4.5 wird begriindet, dass eine nichttriviale Lésung in einem abgeschlossenen und
beschrinkten Intervall [¢,d] C J nur endlich viele Nullstellen besitzt.
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¢=x(x) = n-(x).
Nach dem oben fiir x(¢) (¢ € U = [v,k]) Bewiesenen liegt daher fiir alle x € #-(U) = [n-(Vv),n-(x)] fiir
die zugehdrigen Kurvenparameterpaare
{x,n(x)} = {x(¢),t} die Kurveneigenschaft (3.9)
vor, also die Selbstberiihrung der Kurve C lings des x-Parameterintervalls #-(U) = [#-(v),n-(x)]:
[7-(v).n(x)] € Ds.
Es wird jetzt noch gezeigt, dass bei diesem Selbstberiihrungsintervall [7-(Vv),n—(x)] der Kurve C eine
Selbstdurchsetzung von innen nach auBBen gemill der Bedingung (4.23), 1) mit ¢1 = 5-(Vv), c2 = n-(k)
auftritt.

Dazu wird als Erstes bewiesen, dass es zu jedem reellen ¢ > 0 Stellen
x'e n-(M-en-(V[, 1" € Jv-eV
gibt, sodass x' eine einfache Nullstelle von ux(.,t") ist. Es sei also ¢ > 0 beliebig vorgegeben und (we-
gen 7-(v) =x(v) > t, da oben x(¢) > 2 V t € [v,x[ bewiesen wurde) o. E.
h<n(v)-e.
Wegen der Stetigkeit und der strengen Monotonie von 7- in #(E) gibt es ein 0 € ]0,&] mit
n-(Jv-0,v) € In-(v)-e.n-(V)[.

Aufgrund der Definition von v als inf U gibt es ein
t' e Jv-6,V mit 4, (.,1") >0 in [£2,¢T:

Denn andernfalls wire u2+ (x(2),t) = 0 mit einem x(f) € [t2,¢] zunichst fiir jedes ¢ € ]v-d,V] und dann
insgesamt fiir alle ¢ € 1v-0,V U [v,x] = ]v-0,k] erfiillt und inf U < v - § < v, im Widerspruch zur De-
finition von v.
Dan-(v) € [t2,v][, also (V) < vist, sei noch o. E. fiir weitere Folgerungen

1" e Jn(v), V.
Fiir das zugehdrige x' := #(¢') folgt dann wegen der Extrabedingungen # < 7-(v) - e und ' > 5.(v) die
Inzidenz

x'=nA(t) € In-(V)-en-(V)[ C |2, ]
und mit ¢’ = n(n-(¢")) = n(x") die Ungleichung

H') = ux(n(x')x') = th () >0,
also x' € Aa. Nach der Minimalititseigenschaft (4.7) ist dann 5(x') = Z,,(X") <z21(x") und wa(x',7(x"))

= u;(n(x'),x') = (0. Dabei ist die Nullstelle x' von uz(.,n(x')) keine zweifache Nullstelle, da sonst
[t2(.,n(x"))] = [u2(.x")], n(x") zweifache Nullstelle von uz(.,x") und 7(x') = z21(x") = z22(x"), im Wider-
spruch zu 7(x'") < z21(x").
Daher ist

x' € n-(v)-e,n—(v)[ eine einfache Nullstelle von ux(.,t"),

t'e Jv-0,V C |v-&V],
und die erste Bedingung von (4.23), 1) mit ¢1 = -(v) und 7(c1) = v einer Selbstdurchsetzung von
innen nach auflen erfiillt.

Als Zweites wird jetzt bewiesen, dass es zu jedem reellen ¢ > 0 Stellen
x" € InA(x)n(x) e[, t' e |k xt+el
gibt, sodass ¢’ eine einfache Nullstelle von ux(.,x") ist.
Dazu wird vorneweg
K= hk21({)
mit der oben nachgewiesenen Nullstelle { € ]#,x] von M;(-,K) gezeigt: Wegen 1, < {ist kK = k21(f2)
< k21(¢). Nimmt man an, dass f = k21({) > x ist, dann gibt es wegen der Definition von k = k»1(#2) als

Infimum von K>1(#2) Stellen ¢t € [k,f][ N K21(22) und x € [t2,¢], sodass
t eine einfache Nullstelle von y := ua(.,x)
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ist. O. E. sei dabei ¢ so nahe bei k, dass (nach dem Zusatz zu Satz 2.4) (L) in [x,¢] diskonjugiert ist.
Demzufolge ist x ¢ [k,¢] und x € [t2,k]. Weiter ist dann [y] # [u2(.,k)], da andernfalls y die einfache
Nullstelle # und die zweifache Nullstelle x in [x,f] besitzt, was aber im Widerspruch zur Diskonju-
giertheit in [x,¢] steht. Mittels Hilfssatz 4.4, a, 2) mit ¢ = {, d = k, to = t > k kann dann die Existenz
einer

Nullstelle & von y in [{,«[
gefolgert werden: Es sind dafiir die Voraussetzungen erfiillt, da aufgrund der Definition von S = k21({)
die Klassenzugehorigkeit L € Ki in [{,f[ 2 ] gilt und fiir y die Eigenschaften y(¢) = 0 und (wie
oben begriindet wurde) [y] # [u2(.,k)] vorliegen. Die letzte Eigenschaft wird fiir den Fall eines mog-
lichen Doppelpunkts {x,t} bendtigt. Fiir den Fall ¢ = k ist die Voraussetzung, dass flir {{,x} kein
Doppelpunkt ohne Doppeltangente vorliegen soll, erfiillt, da im vorliegenden Fall IT {{,x} ein Dop-
pelpunkt mit Doppeltangente ist. Weiter ist insbesondere u2({,x) = 0, da im vorliegenden Fall IT {{ x}
sogar ein Doppelpunkt mit Doppeltangente ist.
Wegen L € Ku[{,f[ und ¢ € [k,f] C |{pB] folgt fiir die zweifache y-Nullstelle x ¢ [{,f] und daher

x € [,k \ [CH] = [12,4]-
Falls nun die y-Nullstelle ¢ € |{,{ eine einfache Nullstelle ist, bekommt man zusammen mit der
zweifachen y-Nullstelle x € [#,{] einen Widerspruch zu L € Ku[t,«{. Falls € € ]{ k] eine zweifache
Nullstelle von y ist, bekommt man zusammen mit der einfachen y-Nullstelle ¢ € [«x,f[ C [{,f] einen
Widerspruch zu L € Kn[{,f[. Insgesamt ist damit k¥ = S = k»21({) mit einem { € ]t k[ bewiesen.

Ist nun ¢ > 0 beliebig vorgegeben und wegen ' < k noch o. E. { + & < k, dann gibt es wegen der oben
bewiesenen Ubereinstimmung #7-(x) = ¢, der Stetigkeit und strengen Monotonie von 7- ein § € ]0,¢]
mit
n-([xxtd]) € [CLFel.
Wegen k= k21({) = inf K21({) gibt es t' € [k,x+0[ N K21(6) und x' € [{¢], sodass
t' eine einfache Nullstelle von ux(.,x")
ist. Wegen der Inzidenz n-(¢") € [{,{+¢[ und der Extrawahl von ¢ ist
n(t)<{te<k,
wegen der Diskonjugiertheit in ]y-(¢'),¢'] und wegen x' € [{ ¢ ist x' < 5(¢"), also
n{(k)=g<x' <n(t) <{+e=n(x) *e
Da im vorliegenden Fall II fiir {«,{} insbesondere eine Doppeltangente vorliegt, also ux(.,x) = Aua(.,{)
mit einem reellen A # 0 ist, folgt
x' #¢,
da sonst bei x' =
u(t',x) = Aun(t',0) = Aua(t'x") =0
gilt, im Widerspruch zur Diskonjugiertheit in Jy(¢'),t'] 2 [x,¢"]. Es gilt x' € ]{,¢] und
n{(k)=¢ <x'<{te=n(x)te
Weiter gilt
' £k
da sonst bei #' = k und beim vorliegenden Doppelpunkt {& «}
15 (X',6) = A1 (X',K) = Aty (X'1") = Jun(t'x) = 0
gilt und x' € 1{t = ] ] Nullstelle von u; (&) ist, was im Widerspruch zur Diskonjugiertheit in
[S,k] = [n-(x),k{ steht, die nach Satz 4.3 aus der Diskonjugiertheit in ]5-(x),x] folgt.
Damit ist
t' € |k,k+d[ C ]k,xt+¢[ eine einfache Nullstelle von ua(.,x"),
x' e )0,Crel = In-(w),n-(k)tel,
und mit ¢2 = { = 5-(x) und #5(c2) = k die zweite Bedingung der Selbstdurchsetzungsart (4.23), 1) er-

fiillt. Insgesamt ist also die erste und zweite Bedingung von (4.23), 1) der Selbstdurchsetzung von
innen nach auBlen erfiillt und damit L ¢ K(J) gezeigt.
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Fall ¢, a): Es sei r12(f2) > x2 = z21(2) und ¢ := ki2(2) € J.
Im vorliegenden Fall ¢) r12(%2) > z21(#2) ist nach der #-Minimalititseigenschaft (4.9) und den Unglei-
chungen (4.4)
n(t2) = min {z21(2),r12(12)} = 221(2) < r12(t2) < z12(82) < 222(12),
n(t2) = ri(t2) = z21(2) = x2,
n(t2) <rat2) < kia(f2) = .
Eine grafische Darstellung der Hilfspunkte in J gibt die Abbildung 4.16.

uz(.,tz)\ /\ |

t; ;Cz\ ’izw(tz) b
Z21(t2)
n(t,)
T kl2(t2)
n-w)n_(e) (77
(I L
n.(V) V

Abb. 4.16 Die Lage der Hilfspunkte im Intervall J fiir Fall ¢, a)

Nach der kj-Eigenschaft (4.12) ¢ = ki2(%2) € Ri2(22) gibt es ein
T € [t2,p] mit us(7,p0) = 0.

Da v := us(.,0) nur endlich viele Nullstellen?! in [#2,¢[ besitzt und > kein Hiufungspunkt von v-Null-
stellen ist, sei nun o. E. 7 die groBe Nullstelle von v in [#2,[ und daher v> 0 in ] 7,¢[.

Aus der Annahme 7= 1, folgt v(#2) = 0 und v> 0 in ]#2,[ und dann wegen L € Ciin [f2,712(22)] 2 [£2,d]
nach Satz 4.1, a, 1) mit ¢ = £ und beliebigem d € ]t,r12(22)[, dass (L) diskonjugiert ist in jedem In-
tervall [12,d] (d € ]t2,r12(2)]) und damit in [#2,712(22)[. Dies steht aber im Widerspruch zu #(#2) < r12(2).
Also ist

T € |t2,¢|.
Aufgrund der Definition von ¢ = ki2(t2) = inf Ki2(22) ist im Fall ¢ = ki2(2) € J fiir jedes £ >0 der

Durchschnitt Ki2(#2) M [p,¢o+¢[ nichtleer. Demzufolge ergibt sich aus der Annahme ¢ = b (und damit
b € J), dass Ki2(t2) N [b,b+e[ = Ki2(t2) N {b} nichtleer, also b € Ki2(#2) ist. Daher besitzt

y = ua(.,b) eine einfache Nullstelle & € [#2,b].
Aus b = kia(t2), L € Ki[t2,b] folgt nach der Ki-Eigenschaft (2.4) L € Ki]t,b], sodass y in ]t2,b[ keine
einfache Nullstelle hat und folglich & = #; ist. Wegen L € K in [£2,b] folgt dann, dass y in ]5,b[ auch
keine zweifache Nullstelle hat. Daher ist y = u2(.,b) > 0, im Widerspruch zu ux(7,0) = 0 mit 7 € ]t2,b].
Also ist ¢ < b. Die Stellen 7und ¢ sind also innere Punkte von J:

T, ¢ € ]02,0[ C Jab.
Es gilt L € Kjin [f2,¢[ und nach (2.4) in ], ], sodass & eine zweifache Nullstelle von v = ux(.,) ist
und das Kurvenparameterpaar {7,¢} eine Doppeltangente (Eigenschaft (3.7)) liefert. Es sind nun die
beiden Fille zu betrachten:

I) {7, } Doppeltangente ohne Doppelpunkt,
IT) {7, } Doppelpunkt mit Doppeltangente.

21 Die Begriindung erfolgt in einer FuBnote von Abschnitt 4.5.
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Im Fall I liefert das Kurvenparameterpaar {z,¢} fiir die Integralkurve die Eigenschaft (3.11) (Dop-
peltangente ohne Doppelpunkt), sodass wegen 7, ¢ € ]a,b[ nach obiger Definition L ¢ K(J) ist. Dieser
Fall wird in der Abbildung 4.17, T) dargestellt.

I) IT)

k() =9

Abb. 4.17 Im Fall c, a) besitzt die Integralkurve C beim Kurvenparameterpaar {z,¢} I) eine Doppeltangente ohne

Doppelpunkt bzw. II) einen Doppelpunkt mit Doppeltangente und mit Selbstdurchsetzung von auflen nach
innen.

Es ist jetzt also noch der Fall 11, dass {,p} die Eigenschaft (3.9) (Doppelpunkt mit Doppeltangente,

Selbstberiihrung von C) aufweist, ausfiihrlicher zu betrachten. Dieser Fall wird in der Abbildung
4.17, 1) dargestellt. Dazu verwendet man das Infimum y der Menge

Vi={s € [ta,p] : ¥V t € [5,¢] 15t u2(x,f) = 0 fiir ein x = x(¢) € [t2,1]} C [£2,¢].
Wegen ux(1,0) =0 mit 7 € Jt2,0[ ist ¢ € V, V# QY und w=inf V € [t2,p0]. Mit einem s € V ist auch
[s,0] € V, sodass V ein Intervall mit rechtem Randpunkt ¢ ist. Geometrisch bedeutet die Inzidenz
s € V zunéchst, dass fiir jeden Kurvenparameter ¢ des Intervalls [s,,] die Tangente <Z(l‘)> das zum

vorhergehenden Intervall [,¢] gehorige Kurvenstiick in einem Punkt [y(x)] triftt.
Aus der Annahme v < ri2(%2) wiirde die Existenz eines s € |w,r12(¢2)[ N V folgen, sodass ux(.,s) eine
Nullstelle x = x(s) € [t2,s[ C [t2,r12(2)[ besitzt, im Widerspruch zu L € Ci in [t2,712(f2)[. Daher ist
v > ri2(t2) und

v € [ra(n2),¢].
Unter Verwendung der Stetigkeit von ux(.,.) in J x J und der Diskonjugiertheit von (L) in einer Um-
gebung von y kann man wie im Beweisteil a) von (4.11) schlie3en, dass

ua(x(y),y) =0 fir ein x(y) € [,y [
gilt, somit € V, y=min V' und
V=1v.¢l
ist. Fiir jedes t € V =[y,¢] sei nun o. E. x(¢) die groBte Nullstelle?? x von ua(.,f) in [12,¢], sodass x(?)

eindeutig bestimmt ist und
u(.,1) > 0 in Jx(9),1]
gilt. Fiir ¢ € [y, [ folgt aus ua(x(¢),t) = 0 (x(¢) € [t2,¢]) und L € Ki[t2,[, dass

[ x(0))] = [u2(.,0)]

22 In einer FuBnote von Abschnitt 4.5 wird begriindet, dass eine nichttriviale Lésung in einem abgeschlossenen und
beschriankten Intervall [¢,d] C J nur endlich viele Nullstellen besitzt.
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ist. AuBerdem gilt fiir 7 € [y, wegen 1, (£,X(2)) = ua(x(0),f) = 0 (x(?) € [t2.1]), 7 = k3, (2,) = kia(2)
= ¢ (nach (4.5))und L" € Ku' in [t2,y[ 2 [t2,¢[ auch

[, (- X)) 1= [1, (-, 1)].
Damit liefert fiir jedes ¢ € [y, das Paar {x(¢),t} einen Doppelpunkt mit Doppeltangente. Speziell
fiir # = ¢ ist im Fall II schon vorausgesetzt, dass die Parameter x(¢) = 7 und ¢ = ¢ fiir C einen Dop-
pelpunkt mit Doppeltangente liefern. Insgesamt hat sich also fiir jedes ¢ € [y, ] aus der geometri-

schen Eigenschaft, dass die Tangente <Z(t)> das zum vorhergehenden Intervall [#,7] gehorige Kur-

venstiick trifft, ergeben, dass fiir das zugehorige Kurvenparameterpaar {x(¢),t} die Kurveneigenschaft
(3.9), also ein Doppelpunkt mit Doppeltangente, vorliegt.

Weiter gilt fiir jedes ¢ € [y, ] mit einem reellen 4 = A(¢) > 0 die Ungleichung

u2(.x(8)) = Aua(.,t) > 0 in Ix(2).1[,
die Klassenzugehorigkeit L € Ki[t2,¢[ und nach (2.4)

L e Kiin Jn2,0] 2 [x(1).1],
sodass nach Satz 4.5, a, 1) (mit ¢ = x(¢), d = t * < t) die Diskonjugiertheit von (L) im abgeschlossenen
Intervall [x(7),] fiir jedes ¢t € [x(?),f] und damit im halboffenen Intervall [x(¢),f[ folgt. Wegen
ur(x(?),t) = 0 1st auBerdem (L) nichtdiskonjugiert in [x(¢),f] und daher

x(¢) = n(¢) fur jedes ¢ € [y, ¢].
Speziell fiir ¢ = ¢ gilt also

r=x(p) = ().
Nach dem oben fiir x(¢) (¢ € V= [w,¢]) Bewiesenen liegt daher fiir alle x € #-(V) = [n-(w),n-(y)] fiir

die zugehdrigen Kurvenparameterpaare
{x,n(x)} = {x(¢),t} die Kurveneigenschaft (3.9)

vor, also die Selbstberiihrung der Kurve C lings des x-Parameterintervalls (V) = [n-(y),n-(©)]:

[n-(w).n()] € Ds.

Es ist noch zu zeigen, dass bei diesem Selbstberiihrungsintervall [#-(y),n-(¢)] der Kurve C eine
Selbstdurchsetzung von auflen nach innen geméf der Bedingung (4.23), 2) mit c1 = 5-(y), c2 = n()
auftritt.

Als Erstes wird analog zu Beweisteil b) fiir die C-Selbstdurchsetzung jetzt aber von auflen nach innen
gemal der Bedingung (4.23), 2) mit c1 = n-(y), c2 = n-(¢p) bewiesen, dass es zu jedem reellen ¢ > 0
Stellen

x"e In-(w)-en-(WL, t' € Jy-e,yl
gibt, sodass 7' eine einfache Nullstelle von u2(.,x") ist.
Vorneweg wird fiir eine passende Wahl von & > 0 noch

t <x(y) = n(y)
gezeigt: Da {x(y),w} einen Doppelpunkt mit Doppeltangente aufweist, gilt insbesondere [u2(.,x(y))]
= [u2(.,w)]. Damit folgt aus der Annahme x() = #> die Ubereinstimmung [u2(.,t2)] = [u2(.x(w))] =
[u2(., )], sodass mit ua(.,t2) auch die Losung wua(.,y) die einfache Nullstelle x> besitzt, wobei
t <x2 <rn(t) < y, also x2 € |6,y gilt. Dies liefert aber einen Widerspruch, da L € K in [#2,¢[ und
nach (2.4) auch in ]t2,¢] D ]t2, y] ist. Also gilt () > t.
Es sei nun ¢ > 0 beliebig vorgegeben und o. E. (wegen 2 < -(y)) noch

h<n(y)-e&
Wegen der Stetigkeit und der strengen Monotonie von #- in #(E) gibt es ein 6 € ]0,&] mit

n-(Qw-0,y0) € In-(w)-e.n(Wl.
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Aufgrund der Definition von y als inf V gibt es ein

t' e Jy-0,y [ mit uz(.,t") >0 in [£2,t7:
Denn andernfalls wire ux(x(¢),f) = 0 mit einem x(¢) € [f2,¢[ zunéchst fiir jedes ¢ € Jy-0,y[ und dann
insgesamt fiir alle t € Jy-d,y{ U [w,@] = Jw-0,¢[ erfiillt und inf V' < v - 6 < y, im Widerspruch zur
Definition von = inf V.
Da n-(y) € |t2,y], also n(y) < y ist, sei noch o. E.

t' e In-(p).yl.
Fiir das zugehorige x' := #(¢') folgt dann wegen der Extrabedingungen #, < -(w)-gund ¢ > () die
Inzidenz

x'=n(t) € In(pren(WIl C ot
und mit ¢’ = n(y-(¢")) = n(x') die Ungleichung

H'(') = (00X = (' (")) = g (1,8') > 0,
also x' € 41. Nach der Minimalititseigenschaft (4.7) ist dann 7(x") = z21(x") < z,;(x") und w2(5(x"),x')
= 0. Dabei ist die Nullstelle "= 5(x") von ux(.,x") keine zweifache Nullstelle, da sonst 7(x") = z21(x")
=z2o(x") und nach (4.10) z,(x") <min {z22(x"), Z5,(X") } =z20(x") = y(x") wiire, im Widerspruch zu

n(x") < z,,(x") . Daher ist

t' e Jy-0,y[ C Jy-¢,y] eine einfache Nullstelle von ua(.,x"),

x'e ]77*([//)_8577*([//)[:
und die erste Bedingung von (4.23), 2) mit ¢1 = () und #(c1) = y einer Selbstdurchsetzung von
auflen nach innen erfiillt.

Als Zweites wird jetzt bewiesen, dass es zu jedem reellen ¢ > 0 Stellen

x" € [n(@).n-(p)tel, t' € Jo,pte]
gibt, sodass x' eine einfache Nullstelle von ux(.,t'") ist.

Vorneweg wird dazu bewiesen, dass ¢ auch noch mit anderen Hilfspunkten {ibereinstimmt:
¢= szrl(tz) = k2+1(7) = ki2(7).
Da nach (4.5) stets ¢ = kia(2) < k() = y gilt, ist nur noch der Fall y > ¢ auszuschlieBen. Dafiir

wiederum wird jetzt zuerst

L € Ki[t2,]
gezeigt: Aus der Annahme L ¢ Ki[#2,¢] folgt wegen L € Ki[f,¢[, dass die Losung

v = ua(.,p) eine einfache Nullstelle & € [£2,¢[
hat und dann wegen der Diskonjugiertheit in |9-(¢),@] = ]7,¢] die Inzidenz & € [£2,7]. Und da fiir
{7,¢} ein Doppelpunkt mit Doppeltangente vorliegt, also insbesondere [u2(.,7)] = [u2(.,@)] gilt, ist &
auch eine einfache Nullstelle von u2(.,@) und & € [t2,7], im Widerspruch zu L € K1 in [t2,¢] D [#2,7].
Damit ist L € Ki[t2,¢] bewiesen.
Nimmt man nun y> ¢ an, dann L ¢ Ki[t2,){. Weiter ist L € Kii'[£2,y[ und nach Abschnitt 2.5.3
L € Ki]t,y]. Demzufolge ist

t, eine einfache Nullstelle einer Losung y := ua(.,¢) fiir ein ¢ € ]t2,/.
Wegen der oben bewiesenen Klassenzugehdrigkeit L € Ki[t,@] ist £ > ¢ und ¢t € |¢,y[. Mit Hilfs-
satz 4.4, a, 1) erhdlt man nun fiir

y noch eine weitere Nullstelle & € ]r,¢][.
Hierfiir sind mit ¢ = 7, d = ¢, to = ©» < 7 die Voraussetzungen des Hilfssatzes erfiillt: Es ist y(¢2) =0
und L € K1 in [t2,¢] 2 ]f2,¢[. Die Bedingung ux(7,¢) = 0 ist erfiillt, da {z,¢} sogar ein Doppelpunkt
mit Doppeltangente ist. Weiter ist [y] # [u2(.,7)], da andernfalls bei [y] = [u2(.,7)] auch die Losung
uo(.,7) die einfache Nullstelle #, besitzt, im Widerspruch zu L € Kiin [#,¢] D [t2,1].
Falls nun & zweifache Nullstelle von y ist, hat man mit den Nullstellen £ und & € ]7,¢[ einen Wider-
spruch zu L € K in [t2,¢[. Falls & einfache Nullstelle von y ist, hat man mit den Nullstellen & € 7,0
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und ¢ € J@,y] einen Widerspruch zur oben begriindeten Klassenzugehorigkeit L € Ki in ]#,)]. Insge-
samt ist damit y = ¢ bewiesen, also

ky () = 7= 0= ki(t).
Weiter wird vorab
o= ky(®)
mit der oben nachgewiesenen Nullstelle 7 € ]t,¢[ von ux(.,p) gezeigt: Wegen £ < rist
p= k;l(tz) < k;(T) = o
Nimmt man an, dass a > ¢ ist, dann gibt es wegen der Eigenschaft ¢ = k,,(¢,) =inf K;,(#,) Stellen
t € [, N K;,(2,) und x = x(¢) € [t2,1], sodass

t eine einfache Nullstelle von z := u; (.,x)
ist. O. E. sei dabei ¢ so nahe bei ¢, dass (nach dem Zusatz zu Satz 2.4) (L") in [¢,] diskonjugiert ist.
Demzufolge ist x & [@,] und x € [f2,¢[. AuBerdem folgt wegen a = k;,(7), der Klassenzugehorigkeit

L' e KE [, und der Lage der einfachen z-Nullstelle ¢ € [@,of C ]7,of fiir die zweifache z-Nullstelle

x ¢ [7,of und daher
x € [, \ [1,a] = [f2,1].
Mittels Hilfssatz 4.4, b, 1) mit ¢ = 7, d = @, to = t > ¢ kann dann die Existenz einer
Nullstelle & von z in ]7,¢[
gefolgert werden: Es sind dafiir die Voraussetzungen erfiillt, da aufgrund der Definition von «

= k() die Klassenzugehdrigkeit L™ € Ki* in [7,af 2 ]z, gilt und fiir z die Eigenschaften z(f) = 0
und [z] # [LQ(-,(D)] vorliegen. Letztere liegt vor, da andernfalls die Losung z die einfache z-Nullstelle

¢t und die zweifache Nullstelle ¢ von LLZ+ () in [¢,f] besitzt, was aber im Widerspruch zur Diskonju-

giertheit in [ @,f] steht. Diese zweite z-Eigenschaft wird fiir den Fall einer moglichen Doppeltangente
{p,t} bendtigt. Fiir den Fall # = ¢ ist die Voraussetzung, dass fiir {7,¢} keine Doppeltangente ohne
Doppelpunkt vorliegt, erfiillt, da hier im betrachteten Fall II {z,¢} ein Doppelpunkt mit Doppeltan-

gente ist. Weiter ist wegen Fall I insbesondere M; (7,9) =0 giiltig.

Falls nun die z-Nullstelle ¢ € ]z7,¢[ C [%2,¢[ eine einfache Nullstelle ist, bekommt man zusammen mit
der zweifachen z-Nullstelle x € [f2,7] C [2,¢[ einen Widerspruch zu L* € Ki'[t2,¢[. Falls die z-Null-
stelle € € |7,¢[ C ]7,af eine zweifache Nullstelle ist, bekommt man zusammen mit der einfachen z-

Nullstelle ¢ € [@,af C ],a] wegen o = ky(7) einen Widerspruch zu L' € Ki'[7,af. Insgesamt ist

damit o > ¢ widerlegt und ¢ = k,,(7) bewiesen.

SchlieBlich ergibt sich vorneweg aus den beiden Ergebnissen ¢ = k,,(#,) und ¢ = &,(7) noch

@ = ki2(7):

Wegen t, < tist ndmlich Ki2(#2) D Ki2(7) und ki2(%2) < k12(7) und nach (4.5) ki2(7) < k;,(7), sodass
0= kia(t2) k(1) < by (T) = ¢

und damit ¢ = ki2(7) folgt.

Ist nun ¢ > 0 beliebig vorgegeben und wegen 7 < g noch o. E. 7+ & < ¢, dann gibt es wegen der oben

bewiesenen Ubereinstimmung #-(¢) = 7, der Stetigkeit und strengen Monotonie von #- ein § € ]0,¢]
mit

n-(Jo,@+ol) € |z, rtel.
Wegen ¢ = k12(7) = inf K12(7) gibt es ein ¢’ € [@,p+d0[ N K12(7) und dazu ein x' = x'(¢') € [7,t], sodass
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x"eine einfache Nullstelle von ux(.,t")
ist. Wegen der Inzidenz n(¢") € [r,7+¢[ und der Wahl von ¢ ist

n(t<rtte<e,
wegen der Diskonjugiertheit in ]y(¢'),¢'] ist x' < 5(¢"), also

(@)= T<xX' S () < T+e=n(p) +e.
Da im vorliegenden Fall II fiir {7,¢} ein Doppelpunkt mit Doppeltangente vorliegt, ist insbesondere
w(.,p) = Aua(.,7) mit einem reellen A # 0. Damit folgt noch

t'"+ @,
da sonst beit' = ¢ die Losung us(.,) = ua(.,t") die einfache Nullstelle x" in [7,t] = [7,¢[ C ]t2,¢[ besitzt,
im Widerspruch zur Klassenzugehorigkeit L € Kilt, @], die nach (2.4) aus L € Ki[t2,¢[ folgt. Es ist
also

" € Jo,ptd[ C Jo,ptel.
Da fiir {7,¢} ein Doppelpunkt vorliegt, ist M;(-,QD) = AM; (.,T) mit einem reellen A # 0. Damit folgt
X' #71
da sonst bei x' = 7 die Losung LL; (o) = ﬂ,u; (,7) = ﬂ,u; (.,x") die Nullstelle # und die zweifache
Nullstelle ¢ € Jrtet| C |t = n-(2),t] besitzt, was im Widerspruch zur Diskonjugiertheit in
1n-(¢"),t steht. Es ist also
x' e |, Ttel.
Damit ist
x' € ]t,v+e[ = [n-(@),n-(p)+e[ eine einfache Nullstelle von u(.,t"),
'€ Jp.otel,
und mit ¢2 = #-(¢) und 7(c2) = @ die zweite Bedingung der Selbstdurchsetzungsart (4.23), 2) erfiillt.

Insgesamt ist also die erste und zweite Bedingung von (4.23), 2) der Selbstdurchsetzung von innen
nach auBlen erfiillt und damit L ¢ K(J) gezeigt.

Fall ¢, B): Es sei z21(22) = x2 < ri2(t2) und ki2(22) = oo.
Im vorliegenden Fall ¢) r12(#2) > z21(22) ist nach (4.9) und (4.4)
n(t2) = min {z21(2),r12(12)} = 221(2) < r12(t2) < z12(82) < 222(12),
n(t2) = ri(t2) = z21(L2) = x2.
Wegen ki2(t2) = o ist jetzt aber
L e Ki[t,b]nJ
und somit
X1 <.
Eine grafische Darstellung der Hilfspunkte in J gibt die Abbildung 4.18.

RO w(.2)
U, (..t

u,(.,t,
z‘l t‘l £2 xz\ ”12‘(1‘2) (K, (t,) =)
2,(1,)
_________ T | n(z,)
o X P 0
B (@) n(x)
L n(v)

Abb. 4.18 Die Lage der Hilfspunkte im Intervall J fiir Fall c, )

Es sei jetzt @ das Supremum der Menge
T = {x € J: x ist einfache Nullstelle von u2(.,¢) fiir ein t = #(x) € |x,b] N J}
Aufgrund der Voraussetzung iiber xi ist x; € 7 und damit
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@ :=sup T = xi.
Weiter ist aufgrund der Voraussetzungen L € Ki[f2,b] N J, sodass fiir jedes x € T die Relation
X & [t2,b] N J gilt und fiir 7 die Inklusion
TClatb[nJ.
Daraus folgt o < £, und insgesamt
o € [x1,b2].
Fiir jedes x > o gilt x ¢ T, sodass x keine einfache Nullstelle eines ux(.,t), t € J mit ¢ > x, ist. Daher
erhélt man mit o die Klassenzugehorigkeit
L e KiJo,p] nJ
und nach (2.3) und (2.4)
L' € Ku'[w,b[.
Da im vorliegenden Fall ¢) x> < ri2(%2) gilt, ist
L € Crin [t2,r12(0)] 2 [t2.x2].
Nach Satz 4.4, 1) ist dann mit einem reellen ¢ > 0 auch L € Ci[-gx2+¢€], nach (2.3)
L' € Cu'[t-ex2té]
und dann insbesondere fiir jedes & € [t-¢,12] M; (-&) >0 in ]&.x2]. Dariiberhinaus soll jetzt fiir die
angegebenen & € [1-¢&,t2] die Ungleichung
(,€)>0in]EL] NI

bewiesen werden. Fiir einen Widerspruchsbeweis nimmt man an, dass u2+ (-,&) eine Nullstelle ¢ = #(&)
€ Jx2,b] N J besitzt. Es sind dann die Voraussetzungen fiir Hilfssatz 4.4, b, 1) mitc =t, d =x2, to =t
>x erfillt: Es ist ndmlich L € K1 in Jo,b] NJ 2 16f], % (5:%) =u(xnt) =0, z(f) =0 fiir

z:= M; (-,$) und wegen z(x2) = u;(xz,éf) # 0 auch [z] # [M;r (-,X,) ]. Damit folgt, dass z eine Nullstelle
im offenen Intervall ]&,xo[ besitzt, im Widerspruch zu z = u; (-.&) >0 in ]&€x2]. Also ist die Nullstel-

lenfreiheit von M; (-,$) rechts von & bewiesen.
Da oben bereits L™ € Kii" in [@,b[ 2 [t2,b[ begriindet wurde, gilt auch fiir die & € [£2,b[ diese Unglei-
chung M; (-.$) > 0in ]&b] N J. Insgesamt ist dann die Ungleichung u; (.$) > 0in ]&b] N J fiir jedes
& € [h-et] U [0,b] = [t2-&,b] erfiillt und die Klassenzugehorigkeit
L' e Ku'[t-e,b] N J
gegeben. Nach (2.3) und (2.4) gilt dann noch die Klassenzugehorigkeit
L € Kilt-¢,b] N J,
fiir jedes x € |t-g,b] N J die Relation x ¢ T, fiir die Menge T die Inklusion
TClat-elNnJ
und fiir @ = sup 7 die Ungleichung o < f-£ < 1, also
o € [x1,02[.
Analog zum Beweisschema des Beweisteils a) von (4.11) soll nun bewiesen werden, dass es zu o ein
p € loxo] mit i (0,0) =0
gibt. Es sei ¢°> 0 gemif Zusatz zu Satz 2.4 passend gewihlt, dass (L) und (L") in [w-¢‘,0+¢&] dis-
konjugiert ist. Wegen der Definition von @ = sup T gibt es zu jedem &, = £/n (n € N) ein
&€ lo-en,0]l N T
und dann dazu ein

Pn = pu(&n) € 1Gn.b]1 N J,
sodass &, eine einfache Nullstelle von ux(.,p,) ist. Insbesondere ist auch

u;(pn’én) = u2(&n,pn) = 0.
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O. E. sei dabei p, die kleinste Nullstelle?* von

2= 1 (56,)
in 1&,,b] N Jund damit
zn > 010 &, 0]
Zum Nachweis der Beschrinktheit der Folge p, wird jetzt
Pn <x2
und damit p, € Jw-¢°,x2] gezeigt. Fiir einen Widerspruchsbeweis nimmt man an, dass p, > x» ist, und
erschlieft dann mittels Hilfssatz 4.4, b, 1) mit ¢ = f2, d = x2, to = p» > x2 einen Widerspruch. Die Vo-

raussetzungen des Hilfssatzes sind erfiillt: L € K1 in Jt2,p4[ C J02-£,b] N J, LQ (%) =ua(x2,12) =0,
zn(pn) =0 fir z, == M;(,f,,) und wegen &, < @ <t <x2 < py, za(x2) #0 = M;(XZ,XZ) auch [z,] # [

u; (-,X,)]. Demzufolge besitzt z, eine Nullstelle & in Jt2,x2[ € &, pu[, im Widerspruch zur Nullstel-

lenfreiheit von z, in &, p4[. Also ist p, < x2. Da die zweifache Nullstelle &, von z, schon in Jw-¢*, o]
liegt und die Diskonjugiertheit in [w-¢*,0+¢&] vorliegt, kann die weitere Nullstelle p, von z, nicht
auch noch in [w-¢‘,0+¢‘] liegen. Es ist also p, € (1,0l N J) \ [w-¢‘,0+&‘] = Jot+e’,b] N J und ins-
gesamt

on € Jote‘x2].

Wegen der Stetigkeit von #, (.,.) inJ x J, der Konvergenz & —> , der Beschriinktheit der Folge p,
€ Jo+ex2] und dann o. E. der Konvergenz p, — p € [o+&x2] C |o,x2] folgt
u;(p,a)) =0 fiir ein p € Jo,x2].
0. E. sei p die kleinste Nullstelle von %+ () in Jw,x2] und damit
15(-0) > 0 in Jo,pl.
Wegen L* € Kii'[w,b] ist p keine einfache Nullstelle von % (,®) und daher
[t6(-0)] = [16(,P)],

also {m,p} ein Kurvenparameterpaar eines Doppelpunkts (Eigenschaft (3.6)) von C. Es sind nun die
beiden Fille zu betrachten:

I) {w,p} Doppelpunkt ohne Doppeltangente,

IT) {w,p} Doppelpunkt mit Doppeltangente.
Im Fall I liefern die Kurvenparameter o, p € J fiir die Integralkurve C die Eigenschaft (3.11) (Dop-

pelpunkt ohne Doppeltangente), sodass nach obiger Definition L ¢ K(J) ist. Dieser Fall wird in der
Abbildung 4.19, ) dargestellt.

2 In einer FuBnote von Abschnitt 4.5 wird begriindet, dass hier der feste Punkt &, € J kein Hiufungspunkt von
Nullstellen der Losung z, ist.
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)

X

=2,(t)
y = 77(’2)
0 =n(x)
\ nw)
) ‘ p=n(@)

Abb. 4.19 Im Fall c, B) besitzt die Integralkurve C beim Kurvenparameterpaar {w,p } I) einen Doppelpunkt ohne
Doppeltangente bzw. II) einen Doppelpunkt mit Doppeltangente und mit Selbstdurchsetzung von innen
nach aufen.

Es ist jetzt also noch der Fall 11, dass {w,p} die Eigenschaft (3.9) (Doppelpunkt mit Doppeltangente,
Selbstberiihrung von C) aufweist, ausfiihrlicher zu betrachten. Dieser Fall wird in der Abbildung
4.19, 1T) dargestellt.

Als Nichstes wird die Diskonjugiertheit in [o,p[ und die Ubereinstimmung p = 5(w) begriindet. Da
L" e K in[w,h] 2 [w,p] 2 [@,p], @ € ]o,p[, und wegen der Wahl von p

(. p) = A5 (-@) > 0 in Joo,p[ 2 [,0], @° € ],

mit einem reellen A > 0 ist, folgt nach Satz 4.5, b, 2) die Diskonjugiertheit von (L) und (L") in jedem
abgeschlossenen Intervall [, p] und damit im halboffenen Intervall Jw,p]. Mit Satz 4.3 folgt dann

noch die
Diskonjugiertheit in [o,p.

Da auflerdem wegen uj(p, ®) = 0 die Nichtdiskonjugiertheit in [w,p] vorliegt, folgt

p=1(a).
Weiter wird nun die Klassenzugehorigkeit L € Ki[ w,b] N J bewiesen. Fiir einen Widerspruchsbeweis
nimmt man an, dass L ¢ Ki[w,b] N J ist. Da oben bereits L € Ki]w,b] N J begriindet wurde, bedeutet
die Annahme, dass die verbleibende Stelle

o eine einfache Nullstelle von ux(.,¢) fiir ein ¢ € Jw,b] N J
ist. Mit der Diskonjugiertheit von (L) in [w,p[ folgt t > p. Bei t = p wire o eine einfache Nullstelle
von uz(.,p) = uz(.,t), im Widerspruch zu der im vorliegenden Fall II fiir {®,p} auftretenden Doppel-
tangente [u2(.,)] = [u2(.,p)]. Also ist £ > p.

Da M; (1,0) =ux(w,r) =0 ist und {w,p} einen Doppelpunkt [Lé(-,a))] = [LQ(-, P)] liefert, gilt auch

w(p,t) = u; (2, p) =0. Die Nullstelle p von ua(.,f) ist dabei keine zweifache Nullstelle, da sonst im

vorliegenden Fall II [ux(.,0)] = [u2(.,0)] = [u2(.,¢)] und o eine zweifache Nullstelle von u»(.,) wére.
Dies steht aber im Widerspruch dazu, dass o einfache Nullstelle von u(.,?) ist. Also ist auch p einfa-
che Nullstelle von ux(.,f), was nun im Widerspruch zu L € Kjin Jo,b] N J D [p,t] steht. Damit ist nun
L eKlwblNJ
bewiesen. Da nach Voraussetzung x; einfache Nullstelle von ux(.,t1) (x1 < t1), folgt daraus insbeson-
dere x1 & [w,b] N J, also
asx1 <.
Weiter verwendet man das Supremum y der Menge

W= {s e [on]: ¥ x e [ays] ist th(&X) =0 fir ein 1 = #(x) € ]x,b] N J} C [@,t].
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Wegen Lé(p,a)) =0mitp € Jox2] C Jo,b] NJistw e W, W+ Qund y = sup W e [w,t2]. Mit einem
s € Wist auch [w,s[ C W, sodass W ein Intervall mit linkem Randpunkt @ ist. Geometrisch bedeutet
die Inzidenz s € W zunichst, dass fiir jeden Kurvenparameter x des Intervalls [w,s[ der Kurvenpunkt
[y(x)] auf einer Tangente <Z(t)> des nachfolgenden Kurvenstiicks liegt.

Als Nichstes wird jetzt y < #2 begriindet. Oben wurde bereits bewiesen, dass es ein £ > 0 gibt, sodass
fiir die & € [f-¢,12] die Ungleichung

1, (&) >0in &) N J

erfilllt ist. Wegen o < t» kann man daher ein & € |w,t2[ M Jt2-¢,t2[ wihlen, fiir welches M; (&) null-

stellenfrei in ]&,b] N Jist. Aufgrund der Definition von Wist & ¢ W, somit W C [w,&[, y =sup W< &
< t, und somit

x € [o,t].
Fiir jedes x € W sei o. E. #(x) die kleinste Nullstelle von u; (%) in ]x,b] N J, damit x(¢) eindeutig
bestimmt und (fiir fest gedachtes x)

z:= 1 (,X) >0 in Jr,(x)[.
Fiir diese Nullstelle #(x) wird jetzt die Abschitzung #(x) < x> mit einem Widerspruchsbeweis gezeigt.
Dazu nimmt man #(x) > x> an und erschlieBt einen Widerspruch mittels Hilfssatz 4.4, 1, b) mit ¢ = 12,
d = x2, to = t(x) > x2. Die Voraussetzungen des Hilfssatzes sind erfiillt: L € K in Jt,t(x)[ C Jw,b] N J,
1 (1,,%) = ua(x2,12) = 0, z(#(x)) = 0 fiir z := 1, (.,X) und wegen

x< y<t<x2<tx),
z2(h) #0 = M; (%,,X,) auch [z] # [M;r (.,X,)]. AuBerdem liegt fiir {f,x>} keine Doppeltangente ohne
Doppelpunkt vor, da x> einfache Nullstelle von u2(.,%2) ist und daher {#,x2} keine Doppeltangente
liefert. Demzufolge besitzt z eine Nullstelle & in J#2,x2[ C Jx,#(x)[, im Widerspruch zur Nullstellenfrei-
heit von z in Jx,#(x)[. Damit gilt

H(x) <x flrjedesx € W.
Mit dieser Abschitzung #(x) € Jx,x2[ C [w.x2[ flr die x € W kann jetzt analog zu Beweisteil a) von

(4.11) (jetzt mit u; (.».) statt ua(.,.)) ¥ € Wund y = max W begriindet werden: Dazu verwendet man

die Stetigkeit von u; (-,.) in Jx J, die Diskonjugiertheit von (L") in einer Umgebung [y-¢,x+e€]
(e>0) von y und Folgen s, € [y-en,x] "W — y (en = &/n, n € N) und ¢, = t(sn) € [xtex2[. Wegen
der Beschriinktheit der Folge ¢, kann o. E. (ggf. Ubergang zu konvergenter Teilfolge) angenommen
werden, dass #, gegen ein 0 € [y+e&x2] C Jy.x2] konvergiert. Demzufolge gilt
1, (0,%) =0 mit einem 0 € Jy,x2].

Da auBlerdem wegen s, € Wund [w,s,] € W (n € N) auch [w,y[ € W gilt, folgt [w,y] € W, insbeson-
dere y € Wund

W=lwy]
Es wird nun bewiesen, dass fiir jedes x € W das zugehorige Kurvenparameterpaar {x,#(x)} die Kur-
veneigenschaft (3.9) (Doppelpunkt und Doppeltangente) erfiillt. Wegen L* € Ku'[w,h[ und
th (1x),%) = 0 (1(x) € Tl € [@b]) ist

[t (5X)] = [t (10X,
wegen L € Ki[w,b] N J und ua(x,t(x)) = 4 H(X),X) =0 (¢(x) € Jxx2[ C [@,b]) ist

[2(.x)] = [u2(.,2(x))]
und somit insgesamt fiir {x,#(x)} die Eigenschaft (3.9) erfiillt.
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Als Nichstes wird nun fiir jedes x € W bewiesen, dass die Ubereinstimmung #(x) = #(x) gilt. Da mit
einem reellen A > 0 die Ungleichung
u, (,1(x)) = 25 (., x) >0 in I, f(x)[

und auBerdem die Klassenzugehorigkeit L™ € Ki™ in [@,b] 2 [@.x2[ 2 [x,t(x)] erfiillt ist, folgt nach
Satz 4.5, b, 2) die Diskonjugiertheit von (L) und (L") in jedem abgeschlossenen Intervall [x',#(x)]
C Jx,t(x)] (x' € ]x,t(x)[), damit auch im halboffenen Intervall ]x,#(x)] und nach Satz 4.3 auch in [x,#(x)[.
Da (L) in [x,#(x)] nichtdiskonjugiert ist, folgt fiir jedes x € W =[w,x]

1(x) = 5(x)
und mit der oben fiir {x,#(x)} bewiesenen Eigenschaft (3.9)

W=lw,y] C Ds.
Fiir alle x € W= [w,y] liegt fiir die Kurvenparameterpaare {x,7(x)} die Kurveneigenschaft (3.9) vor,
also die Selbstberiihrung der Kurve C lidngs des Parameterintervalls /7. Es wird jetzt noch gezeigt,
dass bei diesem Selbstberiihrungsintervall W eine Selbstdurchsetzung der Kurve C von innen nach
auBen gemdl der Bedingung (4.23), 1) mit ¢1 = @ und ¢2 = y auftritt.

Als Erstes wird fiir die C-Selbstdurchsetzung von innen nach auflen bewiesen, dass es zu jedem reel-
len & > 0 Stellen

x'e Jxtel, t' e InCo.nCote
gibt, sodass ¢’ eine einfache Nullstelle von ux(.,x") ist. Zu beliebig vorgegebenem & > 0 gibt es wegen
der Stetigkeit und strengen Monotonie von # in E ein 6 € ]0,&] mit

110D < 1nG)nGo+el.
Wegen der Definition von y als Supremum von W gibt es ein x' € [y,x+d C |y, x+¢ [ mit

Uy (,x") > 0in ',b] N J.
Mit "= n(x) gilt ¢ € 1n().nCo)+el,

H(x) =t ((x),x) = 1, (£',x") # 0
und somit x' € 41. Nach der Minimalititseigenschaft (4.7) ist dann 5(x') = z1(x') < Z,(x') und
ux(n(x"),x") = 0. Dabei ist die Nullstelle ¢' = n(x'") von ux(.,x") keine zweifache Nullstelle, da sonst 7(x")
= 221(x') = z22(x") und nach den Ungleichungen (4.10) zy,(x") < zxn(x') = 5(x') wire, im Widerspruch

zu n(x') < z,,(x") . Daher ist

t" € |n(x).n(x)+el eine einfache Nullstelle von ua(.,x"),

x'e Jp.xtel,
und mit ¢ = y die zweite Bedingung der Selbstdurchsetzungsart (4.23), 1) erfiillt.

Als Zweites wird fiir die C-Selbstdurchsetzung von innen nach auflen bewiesen, dass es zu jedem
reellen ¢ > 0 Stellen

x'e ]0)-8,60[, t'e ]’7(0’)'8,77(0’)[
gibt, sodass x' eine einfache Nullstelle von ux(.,t") ist. Es sei a das Supremum der Menge

S = {x € J: x < pist einfache Nullstelle von ux(.,7) flir ein ¢t = #(x) € |x,p]}.
Daxi € Tundxi <sup T=w<pist, giltauchx; € Sund S # @. Esist S C [a.p[ N J, S =T N [a,p[
C Tund

a=supS<sup 7= .
Es wird jetzt o = o gezeigt. Fiir einen Widerspruchsbeweis nimmt man dazu o < w an. Wegen der
Definition von @ = sup 7 gibt es dann ein

xeloolNT
und dazu ein

t=1x) € Jx,p],
sodass x eine einfache Nullstelle von y := uo(.,f) ist:

y(x)=0.



4.6 Analytischer Beweis der geometrischen Charakterisierung der Klasse Ki U Ki 179

O. E. sei (nach Zusatz zu Satz 2.4) x so nahe bei w, dass (L) in [x,w] diskonjugiert ist. Demzufolge
ist ¢ > w, also
t € lo,p].

Um zu einen Widerspruch zu gelangen, wird nun gezeigt, dass die Voraussetzungen von Hilfssatz
44,a, 1)mitc=w,d=p, to=x < o erfiillt sind: Da y in [x,®] die einfache Nullstelle x und u(.,®) in
[x,w] die einzige und zweifache Nullstelle @ besitzt, gilt x < wund [y] # [u2(.,®)]. Nach der Definition
von a = sup S ist jedes x € J mit o <x < p keine einfache Nullstelle einer Losung uo(.,¢) mit ¢ > x,
t € J, da ansonsten x € S wire, im Widerspruch zu x > a. Also ist L € Kiin Ja,p[ 2 Jx,o[. AuBerdem
gilt ux(p,w) = u; (@,p) =0, da oben fiir {w,p} ein Doppelpunkt [bér (L) ] = [u;r (-,©)] nachgewiesen
wurde. Mit dem Hilfssatz 4.4 folgt dann, dass y eine Nullstelle £ in ]o,p[ besitzt. Mit einer Fallunter-
scheidung gelangt man schlieBlich zum Widerspruch zur obigen Annahme.

Falls & € ]w,p[ eine zweifache Nullstelle von y = ua(.,7) ist, erhdlt man zusammen mit der einfachen
Nullstelle x € Ja,0[ einen Widerspruch zu L € Ki]a,p[. Falls & € Jo,p[ eine einfache Nullstelle von
v=ux(.,t), t € Jo,p] (wurde oben gezeigt), ist, folgt zunédchst & # ¢. Falls & < ist, erhdlt man mit der
einfachen Nullstelle & € ], p[ und der zweifachen Nullstelle ¢ € Jw,p] einen Widerspruch zu L € K
in Ja,p[ 2 Jw,p[. Falls & > ¢ ist, erhélt man mit der Nullstelle £ € |w,p[ und der zweifachen Nullstelle
t € lw,p] einen Widerspruch zur Diskonjugiertheit von (L) in ]@,p] = Jo,n(®)], die sich nach Satz 4.3
aus der Diskonjugiertheit in [w,7(®)[ ergibt. Es kann also der Fall o < @ nicht eintreten, sodass a =
bewiesen ist.

Es sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben und wegen o < p 0. E. noch w < p - . Wegen 5(w) = p, der Stetig-
keit und strengen Monotonie von # in E gibt es ein 6 € ]0,&] mit

n(Jo-6,0[) € Jn()-sn(w)[ = 1p-¢,pl.
Wegen o= o= sup S gibtes einx' € |w-6,0] N S C |Jo-g,w] N Sund dazu ein t'= #(x") €]x',p], sodass

x' eine einfache Nullstelle von ua(.,¢°) ist.
Wegen der Diskonjugiertheit von (L) in [x',7(x")[ ist

t'2nx)>n(w)-e=p- g
also t' € ]p-¢,p]. Weiter ist

1" #p,
da sonst bei ' = p wegen der im Fall II vorliegenden Doppeltangente {w,p} die einfache Nullstelle x'
von ux(.,¢°) auch eine einfache Nullstelle von ux(.,w) wire,

w(x',0) = Aux(x',p) = lua(x',t) =0 (A # 0),
und demnach ux(.,w) die einfache Nullstelle x' und die zweifache Nullstelle w besitzt, was aber wegen
der Wahl o < p - ¢ im Widerspruch zur Diskonjugiertheit in [x',7(x")[ 2 [x',0-¢] 2 [x',®] steht. Somit
gilt insgesamt

t' € ]p-&pl.
AuBerdem gilt

X'+ o,
da sonst x' = w eine Nullstelle von ux(.,t"), t' € |x',p] = Jw,p[, 1st, was im Widerspruch zur Diskonju-
giertheit in [w,n7(o)[ = [o,p[ steht. Insgesamt ist dann

x' € Jow-¢,0[ eine einfache Nullstelle von ux(.,z°),

t"e ]p-gp[.
Damit ist mit x' und ¢’ die erste Bedingung der Selbstdurchsetzungsart (4.23), 1) (¢1 = @) von innen
nach auflen bewiesen. Ingesamt sind beide Bedingungen von (4.23), 1) (¢1 = o, ¢2 = y) fiir eine Selbst-
durchsetzung erfiillt und daher L ¢ K(J) gezeigt. O
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