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Liste mit Ergebnissen

Es folgt eine Liste zur Ubersicht iiber die im Buch hergeleiteten Ergebnisse der diskreten stochastischen
Finanzmathematik fiir das Mehrperiodenmodell, das Mehrperiodenmodell der endfzlligen Zahlungsprofile und
das Einperiodenmodell. In der zweiten Spalte der Tabelle sind die Seitenzahlen angegeben, wo diese
Ergebnisse im Buch zu finden sind. Es werden mathematische Strukturen der Marktmodelle dargestellt,
wobei gezeigt wird, wie sich in den Vektorrdumen W der zu bewertenden Zahlungsprofile und #y der Handels-

strategien bestimmte zentrale Begriffe (Law of One Price, Vollstindigkeit und Arbitragefreiheit) in den La-

gebeziehungen spezieller Unterrdume widerspiegeln.

Mehrperiodenmodell

Darstellungsmatrix der Abbildung L : Ay — 7, die den Handelsstrategien 4 € Hy 7-
adaptierte reellwertige Zahlungsprofile X € N/ zuordnet, ist die obere Blockbidiagonal-

matrix
hy h  hy, h  h, h,, h
B, -B, 0 : S 0
0 B -B .
B -B., .
L: Bf _Bt e Rnlxm
B, :
: 0
. B][?—l _BT—I
o . . : .. 0 B

(n1 = kotki+...+kr, m = N-(kotkotki+...+kr1)) mit den Blocken Bf (t=0,...,7) in der
Hauptdiagonalen und den Bldcken -B; (t = 0,...,7-1) in der dariiber gelegenen Diagonalen.
Die Blocke B’ und B, wiederum sind Blockdiagonalmatrizen mit den Blocken C? (A4._,)

bzw. S(4,4)" in der Hauptdiagonalen:

hrH(AfAl) hr+1(ArA2) hr+I(Ar‘/\, )
S, (A,,l)T 0 . 0
B = 0 S, e R**M
. . . 0
0 . 0 S, (4,)
hr(A/—l.I ) hr(A/—l.l) hr(Ar—l./\g,‘ )
Cf (AH’I) 0 . 0
Bi=| 0 C4.) e R,
. . . 0
0 : 0 Cf (At—l,kH)

S. 3742
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Mehrperiodenmodell

) (A4,
Co(4,,) = : e RV A Ay ooy Ay © Arrins k=1, K01).

S/ (4,)"
Einperiodenmodell (7= 1):
B] =C(4,) = 5(Q)7 =(57'(€2),....57" (),
By = $,()" =(8(£),....5,'(€2)),

S (@)" SNy . ST ()
B’ =C}(4,) =D"= = e R,
S@07) (S0 - . S
0 D' '

Rekursive Berechnung einer Duplikationsstrategie /2 (mit L(%) = X) unter Nutzung der S. 65-69
oberen Blockbidiagonalstruktur von L und der Blockdiagonalstruktur von B’ und B, durch

das Losen des hinsichtlich des Zeitindexes ¢ € {7,...,1,0} und hinsichtlich der
Partitionsmenge A.1x € P1 (k= 1,....k.1) gestaffelten linearen Gleichungssystems:

(DPAg) ST (A,) h(4.,)=Z(4,,) (Aum € Ar1),

Zt(At,m) = X}(At,m) + St(At,m)Thﬁl(At,m), t= Z . .,1, At-l,k S pt.l, k= 1,. . .,kt.l
(hr1 =0, ZH(Arm) = Xr(A7rm)).

Die Blockstaffelung des Gleichungssystems ergibt sich, da die Matrix L eine obere Blockbi-
diagonalstruktur und damit eine obere Blockdreiecksform aufweist.

Beispielsweise erhilt man fir =1 (41, C Ao =Q, m=1,...k1, W(Q) =hi =(h ,...,h")
€ R") das einzige Gleichungssystem (% = {Q}) fiir /:1(Q):

(DPAo,1) S16 (Al,m)Thl(Q) = Zl(Al,m) (A1m € Q),
bzw. in der Matrizenschreibweise

DThl = Zl.
Fiir ¢ = 0 erhilt man fiir 1o(Q) = ho= () ..., ) € R nur die einzige Gleichung
(DPA.1,1) S0 () h(2)=Z,(0),

die wegen der Voraussetzung Sf # 0 stets nach /() auflosbar ist. Im Falle N> 1 ist
dabei die Losung /0(£2) nicht eindeutig bestimmt.

Charakterisierung des LOP (Law of One Price, Gesetz des eindeutig bestimmten Prei- S. 85-91
ses),
(LOP) V X e L(Hy): vo(h) = SO Th, ist konstant ¥ h € L({X}),

durch die Existenz eines Bewertungsprozesses ¥ € %/ mit Preisgleichungen fiir die
duplizierbaren Zahlungsprofile X € L(#y):

(PGYP) PTL(h) =vo(h) Y h € (vo(h)y=b"h=S>"h,). |S.85




Mehrperiodenmodell

Charakterisierungen eines Bewertungsprozesses:

o Ve M mit¥,=1 (M= L(ker 1)),
o Ye WmitL¥P) =b (b=(S; ,0,...,0)".
Nachweis eines Bewertungsprozesses bei giiltigem LOP mittels

e Rieszschen Darstellungssatz,

e Alternativsatz der konvexen Geometrie (Satz 3.2),
¢ Dimensionssatz fiir Unterrdume (Fiir V = {vo(h)loo:h € Hy} gilt V. N M= 0, M*

=ker L*®@1lin ¥, M =M {Xo=1} £0),
e nichtleerer L *Urbildmenge von b: L*"' ({b}) # (.

Weitere Charakterisierungen des LOP in Satz 3.3 und Tabelle 3.1.

S. 88

S. 90

Fiir die rekursive Berechnung eines Bewertungsprozesses ¥ verwendet man das lineare
Gleichungssystem

Y1iZ=0VZeM
speziell mit dem endlichen Erzeugendensystem

Z=F=- Stj—l(At—l,k )lt—l,A,,,_k + Z Sf’j (4, )lt,A,ﬁ,,,

A S Ay

(te{l,....,T},j € {1,....N}, k € {1,...,ki.1}) von M. Man erhilt dann das endliche gestaf-
felte lineare Gleichungssystem

(GSWA:14) Y SHAL(A,) = V(A SL(A, ) (=1...N),
A S Ak
te {l1,....T}, k e {1,... .k}, mit der Anfangswertbedingung ¥(4o) = 1.

Beispielsweise erhilt man fiir # = 1 nur das einzige lineare Gleichungssystem
kl

(GS¥A4o) D ST (A (4,,)=1-S](4) (=1,...N)

m=1
bzw. die Matrizengleichung
DYV, =S
mit dem Vektor ¥1= (¥, (4,,),...,%¥, (4, ))" und der Matrix

D= (Sf(Al,l)a---,Sf(ALkl)) c RV

S.113-116

Zusammenhang zwischen dem LOP im Mehrperiodenmodell und dem LOP in den ent-
haltenen Einperiodenmodellen:

a) LOP in allen Einperiodenmodellen = LOP im Mehrperiodenmodell
b) LOP im Mehrperiodenmodell A fiir Bewertungsprozess ¥ € M*!ist ¥i1(Ar14) # O fiir

te{l,...,T}, Ar1x € P21 = LOP in den Einperiodenmodellen

Beispiel 3.4 belegt, dass im Fall ?..{(414) =0 (> 1) in dem zum Ausgangsknoten A x
gehorigen Einperiodenmodell das LOP ungiiltig oder giiltig sein kann.

S. 119-121

S. 121-124

Geometrische Bedeutung der positiven Komponenten ¥«(4,) des Bewertungsprozes-
ses ¥
Nach einem Alternativsatz der konvexen Geometrie (Satz 3.6) gilt

Mm W}O (T) = Q)

fiir den Unterraum M = L(ker Vo) der Kapitalmarktgeschéfte und den zu den positiven

Komponenten P{(4:x) gehorigen punktierten konvexen Kegel
W.o(¥) :=cone {1, , :(t,A) ) mit Pi(4) >0} \ {0}.

S. 124-127




Mehrperiodenmodell

Damit kann der schrittweise Ubergang vom LOP zur Arbitragefreiheit (AF) geometrisch
veranschaulicht werden. Mit zunehmender Anzahl der positiven Komponenten ¥i(A4:x) von
¥ weicht die Hyperebene M von L(#y) einem immer groBer werdenden punktierten konve-

xen Kegel 7.,(¥) aus. Bei vorliegender Arbitragefreiheit (AF) ist dann schliefilich ¥> 0

und
MW, = 1)

mit dem gesamten schwach positiven Orthanten
W, ={XeW:X>0,dhX20AX%0}.

Der hier verwendete Alternativsatz 3.5 erweist sich auch noch in spezielleren Fassungen
(Satz 3.2 und Satz 3.7) als sehr niitzlich mit der unmittelbaren Charakterisierung des LOP,
der allgemeinen Arbitragefreiheit (AF) und der spezielleren Arbitragefreiheit (AFsf): siche
Beweise der Sitze 3.3 (Beweisteil J), 3.8, 5.5, 5.6, 6.4 und Abschnitt 6.2.4.

Menge # der Bewertungsprozesse ist im Fall S; # 0 der affine Unterraum S. 88
ML =M N {Xo=1} =L*'({b})= ¥ +ker L*
mit einem speziellen Bewertungsprozess ¥

Maximalzahl affin unabhiingiger Bewertungsprozesse: Es sei p := dim ker L* (= dim W

-dim L*(N)). Unter der Voraussetzung des LOP ist p + 1 die Maximalzahl affin unabhén- 5130
giger Bewertungsprozesse.

Spezialfall p = 0: Ein Marktmodell mit giiltigem LOP ist genau dann vollstidndig, wenn S 132
genau ein Bewertungsprozess ¥ existiert.

Die Arbitragefreiheit S. 135

(AF) Ah e Hymit Vo(h)= S "hy, =0 AL(h) > 0
wird mengentheoretisch beschrieben durch die Disjunktheit des Unterraums X = L(ker Vo)
der Kapitalmarktgeschiéfte und des schwach positiven Orthanten 7,

MW, = .

Charakterisierung der Arbitragefreiheit mit dem Fundamentalsatz der Preistheorie (Ers-
ten Hauptsatz der Preistheorie) im Mehrperiodenmodell durch die Existenz eines Prozes-
ses @ im Durchschnitt des (strikt) positiven Orthanten W, := {X € W': X> 0} und des

orthogonalen Komplements M+ von M: S. 138
AF)e3dde M NN,
(0. E. @, = 1: Ex. e. Diskontierungsprozesses = pos. Bew.proz.)

Der Satz ist genau die Aussage eines Alternativsatzes der konvexen Geometrie (Satz 3.7),
wenn man M als linearen Unterraum und 7., als schwach positiven Orthanten wihlt. Der

verwendete Alternativsatz entspricht dem Satz von Stiemke {iber lineare Ungleichungs-
systeme.

Weitere Charakterisierungen der Arbitragefreiheit in Satz 3.8 und Tabelle 3.1 S. 141,
(AF) = (LOP) 144-146,
134

Menge A" der Diskontierungsprozesse ist im Fall S; # 0 das teilweise offene konvexe

Polyeder S. 138
M =M (X =1,X>0}.




Mehrperiodenmodell

Maximalzahl affin unabhiingiger Diskontierungsprozesse (positiver Bewertungspro-
zesse): Es sei p :=dim ker L* (= dim W - dim L * (%) ). Unter der Voraussetzung der Arbit-

ragefreiheit (AF) ist p + 1 die Maximalzahl affin unabhéngiger Diskontierungsprozesse.

Spezialfall p = 0: Charakterisierung der Vollstindigkeit (VS) eines arbitragefreien Markt-
modells mit dem Zweiten Hauptsatz der Preistheorie im Mehrperiodenmodell durch die
Existenz von genau einem Diskontierungsprozess @:

AF)A(VS) i1 de M N N,.
( >0

S. 142

Der Unterraum M als lineare Hiille der einperiodischen Termingeschifte

Fj’k = - Stj;l (At—l,k )ltfl,AH,k + z St&j (At,m )lth/.m

A oS4
(te{l,.,T,je {l,...N}, ke {l,.. k.}, Erzeugendensystem fiir M).
Bei giiltigem LOP ist der Unterraum ¥ die Menge der Kapitalmarktgeschéifte mit dem

Preis Null:
M= L(Hy) N {m(X) =0} = L(Hy) N {¥}~.

S. 151

S. 149-150




Mehrperiodenmodell mit endfalligen Zahlungsprofilen

Definition einiger Unterrdume:

denlosen relativen Marktmodell ein W-Maf O genau dann ein MartingalmaB (beziiglich
des relativen Preisprozesses S und der Filtration 7F) ist, wenn O ein nichtnegativer

Normalenvektor zum Unterraum 7\~/fT mit Komponentensumme 1 ist.

MT) ={XeW:X(Ady)=0firallez € {0,...,7-1}, Ay € 7} S.215-218
={X=(0,...,0X7) ": Xr e R%}
= Menge der endfilligen (7-adaptierten) Zahlungsprofile,
HY  ={he Hy:Loh)=...=Lri(h) =0}
= Menge der selbstfinanzierenden Handelsstrategien,
M(T) =M W(T)=L(H ~ker Vo)
= Menge der endfilligen Kapitalmarktgeschifte, der NE-Geschéfte
mit Nulleinsatz zu allen Zeitpunkten ¢ < T,
Ve = V) (€RY)
= Menge der sf-duplizierbaren Zahlungsprofile,
My =VH{H] A ker Vo)
= Menge der NE-Zahlungsprofile,
Yo ={wh)lo:he H]}cClinlg=:Er
S. 241
= Menge der Startkapitaleinsitze der selbstfin. Handelsstrategien
Wichtiger Vorteil im relativen Marktmodell mit seinem auf / x £ konstanten Numéraire S.232-235,
B =58"=1oder allgemeiner in einem beliebigen urspriinglichen Marktmodell mit Satz 5.2, b
konstantem Numéraire B = S" gegeniiber einem urspriinglichen Marktmodell ohne kon-
stanten Numéraire bei der Arbeit mit selbstfinanzierenden Handelsstrategien:
Der relative kumulierte Gewinn
T T . o
Ky (h) = 2.G,(h) = 2 AS? -h, = K, (h)
s=1 s=1
ist nur vom Nichtnuméraireanteil & = (h',..., K""Y)" und nicht vom Numéraireanteil 4" der
Handelsstrategie 2 = (h ,h"™)T € 7y abhiingig. Demzufolge ist bei beliebiger Wahl der reel-
len Zahl v, und der Nichtnuméraire-Handelsstrategie h e Hy. (mit passender Festlegung
des Numéraireanteils 4" durch #" = V,(h) + K,(h) - S°-h ) die Summe des relativen
Startkapitaleinsatzes v, 1o und des relativen kumulierten Gewinns K T(z ) der Han-
delsstrategic / € #v. gleich dem relativen Vermdgenswert V,.(h) einer selbstfinanzie-
renden Handelsstrategie & = (i_z T e 7{% :
(Vo h) eRx Hy |+ Vy1o+ K (h) =V, (h) e V,(#H)
mit einem h = (h W) e HY .
Als Folgerung aus diesem Vorteil des relativen Marktmodells ergibt sich, dass im dividen- 2 249’4 b
atz 5.
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Mehrperiodenmodell mit endfalligen Zahlungsprofilen

Die sf-Arbitragefreiheit (AFsf: Fehlen von selbstfinanzierenden Arbitragegelegenheiten)
(AFsf) Ah e H) mit Vo(h)= Sg hy =0 A Vi(h) > O

wird mengentheoretisch beschrieben durch die Disjunktheit des Unterraums M7 und des
schwach positiven Orthanten [Rf0 ={XreR?: Xr> 0,d.h. Xr>0 A X7+ 0}:

Mrﬁ [Rfo :Q).

(ZVU) A (AFsf) = (LOP)

S. 220
S. 333

Aquivalenz der sf-Arbitragefreiheit (AFsf) des Mehrperiodenmodells zur sf-Arbitrage-

freiheit der enthaltenen Einperiodenmodelle, falls im Marktmodell ein Numéraire B = SY
existiert.

Der Beweis erfolgt im relativen Marktmodell mit dem oben beschriebenen ,,wichtigen Vor-
teil des relativen Marktmodells.

S. 245-246,
Satz 5.3

Verallgemeinerung des Ersten Hauptsatzes der Preistheorie fiir das Marktmodell der
endfélligen Zahlungsprofile mit seiner Charakterisierung der sf-Arbitragefreiheit durch
die Existenz eines dquivalenten Martingalmafles. Dieser Satz wurde bisher nur fiir ein
dividendenloses Marktmodell mit Numéraire formuliert.

Verallgemeinerter Satz: Es sei ein Marktmodell vorgegeben, bei dem kein Numéraire be-
nétigt wird und bei dem auch Dividenden zugelassen sind. Das Marktmodell ist genau dann
sf-arbitragefrei, wenn es mindestens einen Normalenvektor

Q c MTJ_Pr ,
d. h. einen auf die Komponentensumme x(X7) = 1 k-normierten positiven Normalenvektor
zum Unterraum M7 der NE-Zahlungsprofile (der Zahlungsprofile mit dem Preis Null), bzw.
ein dquivalentes W-MaB Q € M, gibt. Der Beweis erfolgt mit dem Alternativsatz 3.7
(S. 137).

Die analoge Aussage gilt speziell auch fiir ein relatives Marktmodell: Das relative Markt-
modell (evtl. auch dividendenversehen) ist genau dann sf-arbitragefrei, wenn es mindestens
einen relativen k-normierten positiven Normalenvektor

O e W,
gibt. Im relativen Marktmodell ist dieser Normalenvektor stets auch ein relativer positiver
Bewertungsvektor, also ein relativer Diskontvektor, mit dem die Preise der relativen dupli-
zierbaren Zahlungsprofile X r € VT berechnet werden konnen:

#(X,) =0"X,.

Im urspriinglichen Marktmodell erhélt man aus einem positiven Normalenvektor O € M,
aber erst unter der zusétzlichen Voraussetzung

(ZVU) = (AWS®) A (WS) A (DPsfT1y)
(AWS?): S0 = 0; (WS): Si(Aum) £0 Y Aim € P, t =0,...,T-1; (DPsfT1o): 1o = Vi(k) € Vr
mit k € ?/f{ und o := vo(k) > 0) oder bei der stirkeren Voraussetzung der Existenz eines
Numéraires B mit deterministischem Brund nach der Normierung auf die Komponentensum-
me x(X7) = ko einen Diskontvektor

Yre MTL Ko+
mit dem die Preise fiir die duplizierbaren Zahlungsprofile X7 € V; berechnet werden kdnnen:

nXr) = Yr'Xr.

Spezialfall: Die Charakterisierung der sf-Arbitragefreiheit durch die Existenz von mindes-
tens einem dquivalenten Martingalmal} erweist sich damit als Spezialfall: Das dividendenlose
Marktmodell sei mit einem Numéraire B := S" > 0 ausgestattet. Das Marktmodell ist genau

9

S. 261,
Satz 5.6

S. 256,
Satz 5.5

S. 261,
Satz 5.6 ¢




Mehrperiodenmodell mit endfalligen Zahlungsprofilen

dann sf-arbitragefrei, wenn es mindestens ein dquivalentes MartingalmaB Q bzw. einen auf
K(Xr)=1 = 7 (1,) x-normierten positiven relativen Normalenvektor O zum Unterraum
M, im relativen Marktmodell gibt:

O e W,
Die Charakterisierung der sf-Arbitragefreiheit durch die Existenz eines k-normierten posi-

tiven Normalenvektors zu Mr ist daher die allgemeinere Aussage. Die Charakterisierung

der sf-Arbitragefreiheit durch die Existenz eines dquivalenten MartingalmaRes ist nur der
Spezialfall fiir ein dividendenloses relatives Marktmodell oder ein dividendenloses ur-

spriingliches Marktmodell mit konstantem Numéraire.
Speziell bei konstantem Numéraire B (bei dem insbesondere auch Br deterministisch ist) gilt

nach Abschnitt 5.1.7 M7= M, , sodass ein Normalenvektor von M7 auch ein Normalenvektor

von M, ist.

Definition der sf-Duplizierbarkeit und der sf-Vollstindigkeit: S. 264f
Ein zustandsabhiingiges reellwertiges Zahlungsprofil Xr e R® heiBt sf-duplizierbar, wenn

Xriibereinstimmt mit dem durch die Abbildung Lr= Vr: # — R? vermittelten Zahlungs-
profil Vi{(h) einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie 4 € 7—/;{ :
Xr=Vih) € Vi(H)=: Vr.

Das Marktmodell heiBt sf-vollstiindig, wenn jedes Zahlungsprofil X7 € R€ sf-duplizierbar
ist, wenn also der Vr-Bildraum der Abbildung V7 : 7/;{ — R¥ den gesamten Zielraum R¢
ausfiillt. Gleichbedeutend dazu ist, dass jedes endfillige Zahlungsprofil X = (0,...,0,X7)"
€ MAT) mittels der Abbildung L duplizierbar ist:

Vi(H))=R? bzw. L(H) )= MT).

Zusammenhang zwischen der sf-Vollstindigkeit im Mehrperiodenmodell und der Voll- S 266
standigkeit in den enthaltenen Einperiodenmodellen: Satz 5"7

Falls das Mehrperiodenmodell sf-vollstidndig ist, so sind alle zu den Ausgangsknoten Az«
(k € {1,...,kr1}) des Zeitpunkts 7-1 gehdrigen Einperiodenmodelle vollstindig.

Fiir das Marktmodell sei die mathematisch-technische Voraussetzung

(WS1,7-1) S{Aim) #0V Aim € Pt € {1,...,T-1}

erfiillt und in allen enthaltenen Einperiodenmodellen das LOP giiltig. Es gilt dann:

Das Mehrperiodenmodell ist sf-vollstindig = Alle enthaltenen Einperiodenmodelle und das
gesamte Mehrperiodenmodell sind vollstindig.

Durch Beispiel 5.1 wird belegt, dass ohne die zusitzliche Voraussetzung des LOP in den | S. 271-275
Einperiodenmodellen aus der sf-Vollstdndigkeit des Mehrperiodenmodells im Allgemeinen
nicht die allgemeine Vollstdndigkeit des Mehrperiodenmodells bzw. die Vollstindigkeit aller
Einperiodenmodelle folgt.

Verallgemeinerung des Zweiten Hauptsatzes der Preistheorie fiir das Marktmodell der
endfalligen Zahlungsprofile mit seiner Charakterisierung der sf-Vollstindigkeit eines sf-
arbitragefreien Marktmodells durch die Existenz von genau einem dquivalenten Martin-
galmafl. Dieser Satz wurde bisher nur fiir ein dividendenloses Marktmodell mit Numéraire
formuliert.




Mehrperiodenmodell mit endfalligen Zahlungsprofilen

Verallgemeinerter Satz: Es sei ein sf-arbitragefreies dividendenversehenes Marktmodell
vorgegeben, bei dem kein Numéraire benotigt wird. Das Marktmodell ist genau dann sf-voll-

stindig, wenn es genau einen Normalenvektor O € M,""", d.h. einen auf die Kompo-
nentensumme x(X7) = 1 k-normierten positiven Normalenvektor zum Unterraum Mr der NE-

Zahlungsprofile, bzw. ein dquivalentes W-MaB Q € M, gibt.

Unter der zusétzlichen Voraussetzung (ZVU) oder spezieller der Existenz eines Numéraires
B mit deterministischem Br wird die sf-Vollstdndigkeit charakterisiert durch die Existenz von
genau einem Diskontvektor (positiven Bewertungsvektor) Y € ¥ ,** .

Spezialfall: Die Charakterisierung der sf-Vollstindigkeit eines sf-arbitragefreien Marktmo-
dells durch die Existenz von genau einem dquivalenten Martingalmal} erweist sich damit als
Spezialfall: Das sf-arbitragefreie dividendenlose Marktmodell sei mit einem Numéraire

B = S"> 0 ausgestattet. Das Marktmodell ist genau dann sf-vollstindig, wenn es genau ein

dquivalentes MartingalmaB O bzw. einen auf x(X7) = 1 x-normierten positiven Normalen-
vektor O zum Unterraum ?&7[T im relativen Marktmodell gibt.

Die Charakterisierung der sf-Vollstdndigkeit eines sf-arbitragefreien Marktmodells durch
die Existenz von genau einem positiven Normalenvektor zu X ist daher die allgemei-

nere Aussage. Die Charakterisierung der sf-Vollstindigkeit durch die Existenz von genau
einem dquivalenten Martingalmal ist nur der Spezialfall fiir ein dividendenloses relatives
Marktmodell oder ein dividendenloses urspriingliches Marktmodell mit konstantem Nu-
méraire.

Die Maximalanzahl affin unabhéngiger Diskontvektoren im sf-arbitragefreien Marktmodell
wird unten noch behandelt.

S.

281,

Satz 5.9

Definition des Law of One Price LOPsSIT fiir die sf-duplizierbaren Zahlungsprofil Xr
e Vr=V,(H]) (CR?):

(LOPsfT) vo(h) = SJ"h, istkonstant ¥ i € H A Vr'({Xr}).

Dieses speziellere LOPsfT ist dquivalent zum allgemeiner definierten LOP in L(Hy), wo-
nach fiir die duplizierbaren Zahlungsprofile X € L(#y) gilt

(LOP) vo(h) = SO " h, ist konstant ¥ i € Hy N L ({X}).

(ZVU) A (AFsf) = LOPS{T bzw. LOP

.284

. 285

.333

Charakterisierung des LOPSfT durch die Existenz eines Bewertungsvektors %7 € R? mit
den Preisgleichungen fiir die sf-duplizierbaren Zahlungsprofil Xr € Vr:

(PG¥r) YrTVih)=vo(h) ¥ h e H .
Nachweis eines Bewertungsvektors bei giiltigem LOPsfT durch

e Herleitung aus dem Bewertungsprozess ¥ mit seinen Preisgleichungen (PGY) in L(Hy),

¢ Rieszschen Darstellungssatz,

e Unterraumstrukturen Vo N Mr= 0, M- =ker ;" @ lin ¥r
Weitere Charakterisierungen des LOPsfT in Satz 5.12 und Tabelle 5.1

. 286

S. 286

S.
S.310-313
S.

287

330,

341-343

Menge Ar aller Bewertungsvektoren im Marktmodell mit LOPsfT ist der affine Unterraum
Ar:=9r+ ker V;)" = {9r+4:4 € ker V)" } C Mr-
mit einem speziellen Bewertungsvektor 3r € Mr+.

S.
S.

286
314
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Mehrperiodenmodell mit endfalligen Zahlungsprofilen

Unter der zusitzlichen Voraussetzung (ZVU) = (AWS®) A (WS0,7-1) A (DPsfT1o+) oder
spezieller bei Existenz eines Numéraires B mit deterministischem Br stimmt A7 tiberein mit

M, =M, 0 {K(Xr) = ko) (x0 = 7(10)).

Maximalzahl affin unabhéngiger Bewertungsvektoren: Im Marktmodell mit LOPsfT sei
p=dimker V;’". Dann ist (auch ohne zusitzliche Voraussetzung (ZVU)) p+1 die
Maximalzahl affin unabhingiger Bewertungsvektoren.

Spezialfall p = 0: Das Marktmodell mit giiltigem LOPs{T ist genau dann sf-vollstandig,
wenn genau ein Bewertungsvektor existiert.

Maximalanzahl affin unabhiingiger Diskontvektoren: Im sf-arbitragefreien Marktmodell
sei p :=dim ker ;" =dim ker V" die Dimension des Kerns der linearen Abbildung ¥,

bzw. 17;f*.

Im relativen Marktmodell ist dann p + 1 die Maximalanzahl affin unabhingiger relativer Dis-
kontvektoren (positiver Bewertungsvektoren)

O ex (i=0,....p).

Im urspriinglichen Marktmodell ist p +1 die Maximalanzahl affin unabhéngiger auf
k(X7) = 1 k-normierter positiver Normalenvektoren QT’ zum Unterraum M, :

O eM, " (i=0,...p).
Falls im urspriinglichen Marktmodell noch die Voraussetzung (ZVU) = (AWS?) A (WS)
A (DPsfT1p) oder spezieller die Existenz eines Numéraires B mit deterministischem Br
gesichert ist, ist p + 1 die Maximalanzahl affin unabhéngiger Diskontvektoren (positiver
Bewertungsvektoren) im urspriinglichen Modell:

Y, e Mt (i=0,...,p).

Unter dieser zusitzlichen Voraussetzung (ZVU) ist dann die Menge aller Diskontvektoren
im Marktmodell mit sf-Arbitragefreiheit (AFsf) das teilweise offene konvexe Polyeder

M =M A {k(X) = Ko, Xr> 0}

S.316

S. 315

S. 326,
277,281

S.277,
311f




Einperiodenmodell

Darstellungsmatrix der Abbildung L : R*Y — R'*%:

87 (@)

S5T _ S T .
L= ( ?) D(_:_ j e RN it DT = ) e REV.
S (@)

Ubertragung der im Mehrperiodenmodell hergeleiteten Charakterisierungen der Begriffe
Duplizierbarkeit, Vollstédndigkeit, LOP und Arbitragefreiheit auf das Einperiodenmodell
(T=1) in Tabelle 6.1.

S. 349

S. 352

Behandlung des Einperiodenmodells in seiner speziellen Darstellung in den niedrigerdimen-
sionalen Rdumen R" und R* mit den Abbildungen D" und So".

Spezielle Darstellung der Unterriume Vi, ker VY " Vo, My und M+ unter den Voraus-
setzungen (AWS?) S0 #0und (WS) S, #0:

Vi = V(#}) =D'R"),

Vit =ker ;7" =ker D,

Vo= V,(H}) =linlg=: E,

M, = V(H nker V) = D'(ker So™) = D([So]*),

Mt =D ([So])

S. 358-360

S. 361

Charakterisierungen des LOP im Einperiodenmodell
(LOP) Y X e LR?™): Vo(h) = S¢'h, ist konstant ¥ & = (ho,h1)" € R mit Lh =X
mit dem Unterraum X = L(ker Vo) C R'* und dem Unterraum X/, = D"(ker Spo") € RX:
(LOP) & A V= (¥,¥)" € M*-=ker LT mit %=1
(norm. M-Normalenvektor)
S AV=Y) eR*™ : WLh =b"h¥ h e R¥
(Bew.proz. mit Preisgleichungen)
& A Y e R¥bzw. € Mt mit D¥, =S, (D-Urbild von Sp)
& (PGYDY) AV, e RE: W' D'h = S,"h V h e RY
(Bew.vektor mit Preisgleichungen)

Im Einperiodenmodell erhélt man aus einem Bewertungsprozess ¥ mit der Komponente ¥;
einen Bewertungsvektor und umgekehrt aus einem Bewertungsvektor ¥; durch Ergénzung
mit ¥, = 1 auch einen Bewertungsprozess ¥ = (¥, %1)".

Weitere Charakterisierungen des LOP im Einperiodenmodell in Satz 6.3 und Tabelle 6.2.

S. 369-373
Satz 6.1

S. 382,410

Die Menge 4, der Bewertungsvektoren ist bei giiltigem LOP im Einperiodenmodell gege-

ben durch den affinen Unterraum
A =¥ +kerD= D'l({So}),
wobei ¥ ein spezieller Bewertungsvektor ist.

S. 377

Rudolf Pleier 92694 Etzenricht - Juli 2018
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Einperiodenmodell

Unter der zusitzlichen Voraussetzung (ZVU) = (AWS?) A (AWS) A (DPsfT1¢o+) oder spezi-
eller bei Existenz eines deterministischen Numéraires B = (Bo,B:)" stimmt die Menge der
Bewertungsvektoren A; iiberein mit

M =M 0 {(X) = ko) (k0 = (1))
Die Maximalzahl affin unabhéngiger Bewertungsvektoren im Einperiodenmodell mit
LOP ist p + 1, wenn p := dim ker D = K - Rang D die Dimension des Unterraums ker D ist.

Spezialfall p = 0: Ein Einperiodenmodell mit giiltigem LOP ist genau dann vollstindig, wenn
es genau einen Bewertungsvektor ¥ bzw. genau eine Losung ¥i von DY, = Sy gibt.

S. 377

S. 377

S. 378

Die Arbitragefreiheit

N 5 SgT 'SOT hy
(AF) A b= (ho,n)" € R¥ mit Vo(h) = Sy hy :OALh:( 0o D th i

im Einperiodenmodell wird mengentheoretisch beschrieben durch die Disjunktheit des Un-
terraums M der Kapitalmarktgeschifte in L(R?) ¢ R'*%,

-ST
M= Lker Vo) = L*(R") mit L* = ( Di j

und des schwach positiven Orthanten
R = {X=(X,X) e R"™ : X > 0,d. h. X>0 A X #0}:

(AF) & M RY" = 0.

S. 349

S. 376

Charakterisierung der Arbitragefreiheit (AF) mit dem Fundamentalsatz der Preistheorie
(Ersten Hauptsatz der Preistheorie) im Einperiodenmodell durch die Existenz eines Dis-
kontierungsprozesses bzw. eines Diskontvektors:

(AF) © A D e M- mit = (D, @) >0 A D=1
(@o-normierter positiver M-Normalenvektor)

& A0 e R mit @= (Do, )" >0 A
(PG®) ®'Lh =b'h ¥ h e R?Y
(positiver Bewert.proz. mit Preisgleich. = Diskontierungsproz.)
Der Satz folgt unmittelbar aus einem Alternativsatz der konvexen Geometrie (Satz 3.7 in
Abschnitt 3.6.1, S. 137), der dem Satz von Stiemke entspricht.
Als Besonderheit des Einperiodenmodells gibt es auch noch eine Charakterisierung der all-
gemeinen Arbitragefreiheit (AF) durch die Existenz eines Diskontvektors:
(AF) & 3@ e R*mit @ >0und DD, =S (pos. D-Urbild von Sp)
& 3D e R¥mit @, >0 A (PGD) @,'D'h =S,"h ¥ hi € RV
(Diskontvektor = pos. Bew.vektor mit Preisgleichungen)

Im Einperiodenmodell erhélt man aus einem Diskontierungsprozess @ mit der Komponente
@, einen Diskontvektor und umgekehrt aus einem Diskontvektor @; durch Erginzung mit
@, = 1 auch einen Diskontierungsprozess @ = (D, d;)".

Weitere Charakterisierungen der Arbitragefreiheit in Satz 6.4 und Tabelle 6.2

S. 399,
Satz 6.4

S. 397

S. 398

S. 399,410

Bei vorliegender Arbitragefreiheit (AF) ist die Menge der Diskontvektoren (positiven
Bewertungsvektoren) das teilweise offene konvexe Polyeder
A" =210 {X1 >0} =D'({So}) N {X1 >0}

S. 402
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Die Maximalzahl affin unabhéngiger Diskontvektoren im arbitragefreien Einperioden-
modell ist p + 1, wenn p := dim ker D ist.

Im Spezialfall p = 0 liegt ein arbitragefreies vollstindiges Einperiodenmodell vor und exis-
tiert genau ein Diskontvektor.

Die speziellere sf-Arbitragefreiheit (AFsf: Fehlen von selbstfinanzierenden Arbitrage-
gelegenheiten)

(AFsf) A b= (ho,n))" € R¥ mit Vo(h) =0 A Lo(h) =0 A Vi(h) > O bzw.
(AF1.0) A eRY: S,"h, =0A D'h > 0.

im Einperiodenmodell wird mengentheoretisch beschrieben durch die Disjunktheit des Un-
terraums M = Vi(H3 N ker Vo) = D'(ker So") € R der NE-Zahlungsprofile und des
schwach positiven Orthanten [RfO ={Xi e R*: X, > 0}:

M1 M [Rfo =Q).

S. 403

S. 404

Charakterisierung der spezielleren sf-Arbitragefreiheit (AFsf) im Einperiodenmodell durch
die Existenz eines positiven Mi-Normalenvektors O; bzw. eines positiven D-Urbilds von
[So]:

(AFsf) & 301 € Mit=D'([So]) mit 01 >0  (pos. Mi-Normalenvektor)

& 30 € R¥mit Q1 > 0und DO; = AS), A= AU01) € R
(pos. D-Urbild von [So]).

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem Alternativsatz 3.7 von Abschnitt 3.6.1, S. 137.

Wie auch allgemeiner beim Mehrperiodenmodell der endfélligen Zahlungsprofilen folgt im
urspriinglichen Einperiodenmodell aus der spezielleren sf-Arbitragefreiheit bzw. aus der
Existenz eines positiven M;-Normalenvektors Q) erst unter der zusétzlichen Voraus-
setzung

(ZVU) = (AWS®) A (AWS) A (DPsfT1o+)
und nach der Normierung auf die Komponentensumme «(0) = ko = n(10) (> 0) auch die
Existenz eines Diskontvektors (positiven Bewertungsvektors)

@1 € D' ({So}) (MD) = 1),
mit dem die Preise fiir die duplizierbaren Zahlungsprofile X; € Vi = DT(R") C RX berechnet
werden konnen: 7(X1) = @,"X;. Unter der Voraussetzung (ZVU) ist dann die Menge der
Diskontvektoren (positiven Bewertungsvektoren) gegeben durch das teilweise offene kon-
vexe Polyeder

A= Mllx‘ﬁ = Mli N {K(X1) = ko, X1 > 0} (k0 = m(1g)).

Speziell im Einperiodenmodell folgt dann aber aus der Existenz eines Diskontvektors (po-
sitiven Bewertungsvektors) @; auch schon die Existenz eines Diskontierungsprozesses (po-
sitiven Bewertungsprozesses) @ = (1,@,)" und damit die allgemeine Arbitragefreiheit (AF).

Fiir diese Aquivalenz der spezielleren Arbitragefreiheit (AFsf) und der allgemeinen Arbitra-
gefreiheit (AF) kann im Einperiodenmodell als schwiichere hinreichende Bedingung
neben der mathematisch-technischen Voraussetzung

(AWS?) Sy #0
die Existenz einer gewinnbringenden Investition Y= (Y,Y)" = L‘k; € M= L‘(R") im
Kapitalmarkt M verwendet werden:

(GI) 3/(1E[RNZYo:-SoTkl<0,Y1=DTk1?0.

S. 382

S. 404

S. 246, 303

S. 402

S. 399

S. 407
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Spezialfille fiir das Vorliegen von (GI): S. 408

1) (DPsfT1gt): Es sei speziell das konstante Zahlungsprofil Y; = 1o = D"k € D'(RY)
duplizierbar mit Yy = - So"k; < 0, was das Vorliegen von (GI) und der Bedingung
(DPsflg+) bedeutet, also die D"-Duplizierbarkeit von 1o mit Startkapitaleinsatz o

= vo(k) = So"k1 > 0. Da auBerdem (AWS?®) S; # 0 vorausgesetzt ist und wegen So'k:
> 0 auch noch (AWS) S, # 0 gilt, ist dann im Einperiodenmodell insgesamt auch
schon die Voraussetzung (ZVU) = (AWS?®) A (AWS) A (DPsfT1,+) erfiillt.

2) (PF): Es existiere ein Finanzinstrument S/ = ( S/, S/ )" mit positivem Anfangswert
S/ > 0 und schwach positivem Endwert S’ > 0 (fiir ein festes j € {1,...,N}). Bei
Vorliegen eines derartigen Finanzinstruments S’ gelten mit dem Portfoliovektor ki
=¢=(0.,..,0,1,0,..,0)" € R" die Ungleichungen So'k; = So"e; = S/ >0 und Dk; =
DTe; = §7/ > 0, sodass Z:= (-5 ,8° )" = (-So"k1,D"k1)" = L'k € L’(RY) =M
eine gewinnbringende Investition im Kapitalmarkt X/ des Einperiodenmodells ist
und somit (GI) gilt.

3) (NM): Falls ein deterministisches Numéraire S' = B = (Bo,B:)" existiert, ist dann
wegen S(f ! = S = By> 0 und nach Abschnitt 5.3.5 auch die Voraussetzung (ZVU)
=(AWS?) S0 #0 A (AWS) S, # 0 A (DPsfT1o+) erfiillt und liegt die gewinnbrin-
gende Investition ¥ = (-Bo,B1)" nach Beispiel 3.1 (S. 64) in M.
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